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Résumé :
A partir d'un nombre minimal d'hypotheses physiques on démontre

mathématiquement ['expression de la transformation de Lorentz M dans le cas général :

y ¥B, vB, vh;
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avec L2une matrice orthogonale dont on donne une évaluation .
On montre que la décomposition est unique .
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PREFACE

Le but de ce fascicule est de proposer une construction mathematique

des fondements de la relativité restreinte . Il reprend des éléments dispersés

dans de nombreux ouvrages.ll se limite au tout début de la théorie .

Il ne demande que la connaissance des mathématiques enseignées au niveau

du premier cycle scientifique . Toutefois nous avons rappelé le maximum de résultats
necessaires , ainsi que leur démonstration indispensable a leur bonne compréhension .
Il demande aussi une connaissance minimale de la théorie physique étudice .

Nous avons essayé de fragmenter ces démonstrations en de nombreux lemmes pour

en faciliter la lecture -1ly aura donc beaucoup de mathématiques et trés peu de physique
sinon pour donner les axiomes de départ +A partir de ces axiomes on montre que l'on peut
arriver a l'expression d une matrice de Lorentz dans le cas général uniquement a partir

d arguments mathématiques .

Papiers précédents : https ://archive <org/details /version -1 a 202006/mode/2 up
https ://archive +org/details /matricesdelorentz/mode/2 up .

Pour tout commentaire, erreur trouvée,..., veuillez m ‘écrire a guimier@hotmail.fr .

a Marseille , octobre 2020 .
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Chapitre 1 :

Présentation du probleme .
Dans notre espace physique E , assimilé a un espace affine a 3 dimensions , on considere

une famille d'observateurs (‘Qﬂ) en mouvement relatif linéaire uniforme les uns
AeA

par rapport aux autres +On associe a chaque observateur .{2/1 un repére spatial R, muni

> > >

d'une base B, =B, ( O,,ijpk ﬂ) supposée orthormée , O, fixe par rapport a .{2/1 et

A

choisi tel que les trajectoires des (O/1 se coupent en 1 point unique O .

) eA
Pour cela, on choisitun point arbitraire O de E , on considére la trajectoire rectiligne T,

de Q/1 , le plan défini par Q/1 et 0, la droite .@lpamlléle a T, passant par O .

0, étant choisi comme point de '@,1 a distance fixe de Q/1 .

On munit chaque observateur .Qﬂd une horloge -On munit chaque point fixe par rapport a O,

d'une horloge synchronisée avec celle de .Qﬂ (synchronisation des horloges d 'Einstein :

cf C «Semay, B «Silvestre - Brac « "Relativité restreinte”. Dunod 2010) ,
telle que le tempst, ainsi défini confére a l'espace associé a O, une structure d'espace galiléen(Thl.).
On initialise les horloges , t, =0, au momentou O, =0.

On peut ainsi définir un espace vectoriel é’ﬂd 4 dimensions associé a O, puisque t; est une variable

- - >
indépendante des coordonnées spatiales (x 2V zﬂ) d'un pointM € é’ﬂmuni delabaseB, .

On peut aussi définir un repere ﬁ’/l( O_pt,x,p, z) , 0,_, représentant le point 0, au tempst=10
e
dans cet espace , associé a une base _6’/1( O,_),¢c7,i,j, k ) , c étant le

module de la vitesse de la lumiere .
Probleme a résoudre :

On va déterminer les transformations T A qui permettent de passer d

une base .6’/1 a une autre base .G’ﬂ'de

méme origine et qui veérifient certaines hypothéses énoncées ci — apres .

Hypotheses :
(HI)Les ( T A ) sont munis de la structure de groupe pour la composition .
(H2)Les ( T A ) transforment les droites affines de é’}v (droites d'univers)en droites affines de é’/r,

ce qui est éequivalent a leur linéarité(Th2.) : tout objet physique ayant un mouvement rectiligne uniforme
pour un observateur O L 4 aussi un mouvement rectiligne uniforme pour tout autre observateur O, , .

(H3)Les lois de la physique sont les mémes pour tous les espaces E , :en particulier si un point mobile

_)
P devitesse Vp constante dans E ; , muni d'une horloge est observé par O, le temps mesurét, par O,
-> ->
et le temps t donné par l'horloge vérifient t,= a( Vp ) ‘toul a( Vp ) est une constante réelle positive .

Dans un autre E » dans la méme situation , la constante est la méme .

(H4)Le module ¢ de la vitesse de la lumiére est invariante par changement d ‘observateur .
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Cela implique que pour un photon émis depuis O, au tempst,=0, c'est a dire aussi depuis un autre O, ,

au tempst'=0, ses coordonnées dans B et B' vérifieront simultanément :

2 2,2 2 2 2 . P’ Ly . S
=0 <t -x""-y'""-7"" =0 (conservation du cone de lumiere) ce qui est équivalent

a cztz-x2-y2-z2=,u-(c2t'2-x'2-y'2-z'2) avec ft réel non nul (Th3.).

_)
(H5)D'habitude on admet que si la vitessede O, , par rapport a 0, est Valors lavitessede O,

22 2 2
ct -x -y -2

9
par rapporta 0, est - I/-(évidemment vrai en mécanique non relativiste) mais c ‘est en fait

une conséquence de (H4 ) (Th4.).

Démonstration des théorémes :

Théoreme 1 :

(P Brousse *Mécanique +Armand Colin 1968 . )

Dans ce qui suit on se limite au changement de temps de classe 2 et a dérivée premicére
strictement positive. La propriété d 'un mouvement de point dans un espace & d'étre de classe
? est invariante dans tout changement de temps défini ci - dessus <1l n'existe dans &
qu 'un seul temps galiléen a un changement d'origine ou a un changement d 'unité pres .
Démonstration :

Considérons une courbes de classe C? , 2 tempst et t, et une fonction de changement de temps  :

t= Z( t]) - Considérons une particule p parcourant cette courbe selon les 2 paramétrages entett, :

t — P(t) =P(,((t1)) =P1(t1) P Pl(tl) * P et P, sont donc de classe 2 et si O est un point
fixede & :

g i
d’0P,(1,) d’OP(1)

do do d
P,(t P(t t
1(1)= (1) (%) ot =

2 2
dx(tz)] L doP() 4 (1)

dtl dt dtl dtzl dt2 dtl dt dtzl

et les vitesses et les accélérations sont liés par les relations suivantes :
2 2
— dy(t;) - - dy(t;) | > dy (4) -
Vilt)) = =g, V() e i(t) =| =g | T # 2V
1
- —> - - —>

Si & est galiléen et si aucune force s'exerce surp on a : I'(t) = I}(tl) =QetsiV(t) # 0 ,

2
dy (tl) -
— =0 etdonc,((tl) =a-t; +baveca > 0.
Théoréme 2 : (P +Boyer."Algebre et Géométries ". C&M 2015 .)

Définition :

On apelle automorphisme de corps toute application bijective 1 d'un corps K sur lui méme
telque t(x +y)=t(x) +1(y) (I)et tx-y)=1i1x)-1y) (2) VxeK VyeK.
Lemme 0 :

1l exite un seul automorphisme du corps des nombres réels : l'identité .
Démonstration :

(1) =10+0)=1(0) +1(0)=1(0) = 1(0)=0.
(2) =11-1)=t1)-11)=1(1) =1(1)=1



000004

(1) =0=1(x —x)=1(x) +1(-x)=0 = 1(-x)=-1(x) (3)
Onatl +1)=11) +1(1)=21(1)=2.
Sit(n) =nalorsi(n +1)=1t(n) +1(1)=n+1donci(n)= Vn € N.
. 1 1 1 1
1)=1= 1l — = |=— == d
> ) up) l(pj = l(pj 7) onc

Sip € N* z(LI)=z(
pﬁ Vp eN* VneN 4).

(7))

l —_ =n-l —_ =
p p
Par (3)et(4) VqeE© 1tq)=q (5).

Soitx>0alorsx=y2 donc 1(x) (y ) ‘1Wy) >0.

Six>y =2=x—y>0=1(x—y) >0= ( ) > 1(y)

donc 1 est une application croissante.

Soitx € R \ Q il existe une suite croissante ( gn) et une suite décroissante (hn)

de nombres rationnels qui convergent vers x .
Ondonc g, <g, .5 <weween <X <evornn <h, ,<h

n

comme 1 est une application croissante on a :

l(gn)Zgn <l(gn+1)=gn+1< .......... <ix) <... <l(hn+1):hn+1 <l(hn)=hn
par unicité de la limitex=1(x) Vx € R \ Q .

Et par (5)x=1(x) Vx eR

Définition :
Pour toute la suite I désignera un corps commutatif .
Soit &un espace affine sur I de dimension n.Onnote < Ayyeeen, @, >

le sous espace affine engendré par l'emsemble des points de & : {ao, ...... , a, }

Lemme 1 :
Soit &un espace affine sur I de dimension n.
Soitr 2 2, @pyeeers @, € 5, x € <a0, ...... , ar>

alors il existep € <a0, a1> etq € <a0, Ayeerenes ar> telquex € (p, q).
Démonstration :

/4 . ﬁ % /4 1, o\ .
On peut écrire agx = Aqa; (non forcémentdune maniére unique) .
i=1

Soitt € K \ {0, 1}, posons p € <a0, a1> etq € <a0,a2 ...... , ar> tel que :

aop =uraga; et aoq—— 212,110 ona :
M —1i=2
—> —1—>
a_ox)—i a,p +'u—a0q.
,u
Comme - ,u — —1 x est le barycenre de p et q et doncx € (p, q) .
H H
Lemme2 :

Soit &un espace affine sur K de dimension n .
Soitf: & — & telle que si a, b, ¢ sont 3 points alignés quelconques de &
alorsf( a ),f( b ) etf(c) sont alignés on a le résultat suivant :

Vik>1 f((ao,al ...... ,ar>)_C<f(a0),f(a1) ...... y (ar)>.

Démonstration :
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On raisonne par récurrence sur r .

Pourr=1 six € <a0’, a1> alors x appartient a la droite définie par a, et a,
donc x, a, et a; sont alignés donc f(a), f(b) etf(x) sont alignés par hypothése
etdonc f(x) € <f(a0 ),f(al )>

Pourr 2 2 supposons que la propriété est vrai jusqu ‘auu rang r — 1

etsoitx € <a0, Ajecennss ar>d'aprés lelemmel x € (p,q) avecp € <a0’, a1> et
q € <a0, Ay, ar> d'aprés ce qui précéde f(x) € (f(p),f(q))
avecf(p) Ef( <a0’, a1> ) < <f(a0 ),f(al )> et

f(q) Ef(<a0,a2 ...... ,ar>) E(f(ao),f(az) ...... ,f(ar)>

d'aprés 'hypothese de récurrence .Et donc :

£(x) € F(P)f (@) () f () wmmr [(a,)) et
f(<a0,a1 ...... ,ar>) _C<f(a0),f(a1) ...... , (ar)>.

Définition :

Soit &un espace affine sur I de dimension n.

La famille de points de & : {ai} est dite affinement indépendante si

dim( <a0,a2 ...... y ak>) =k.

Lemme 3 :

Soit &un espace affine sur K de dimension n .
Soitf: & = & surjective et telle que

si a, b, ¢ sont 3 points alignés quelconques de &

alorsf(a ),f(b ) etf(c) sont alignés, on a le résultat suivant :
soit {ai} e famille affinement indépendante de &

i=1.., k

i=1,..,

Alors la famille {f( al.) } L est aussi affinement indépendante .
i=1,..,

Démonstration :

Par l'absurde : supposons que { f ( ai) } ne soit pas affinement indépendante .

i=1.., k

Complétons {ai} pour avoir une basede & : {ai}

i=1,.., i=l.,n

{f( “i) } ; ne peut étre une base de & et d'aprés le lemme 2 :
i=1l., n

E=f(6) =f( <a0 s @pereenns an> ) < <f(a0 ),f(al ) ...... ,f(an )> # & (contradiction)
cardim( <f(a0),f(a1) ...... ,f(an)>) # n donc < n.
Lemme 4 :
Soit &un espace affine sur K de dimension n .
Soitf: & — & bijective et telle que
si a, b, ¢ sont 3 points alignés quelconques de &
alors f(a), f(b) et f(c) sont alignés, on a le résultat suivant :
si D est une droite affinede &, f(D)alors est une droite affine de &,
et fest une bijectionde D sur f (D) .
Démonstration :
Une droite 20 peut étre considérée comme l'ensemble des barycentres construits
a partir de 2 points a etb de @D .Comme f((a, b)) < (f(a), f(b)) (lemme?2 )
donc f (D) estinclue dans une droite D' et fest une injection de 2 sur D'
fest surjective .Soity € (f(a), f(b)) =D', il existex € & telque f(x) =y.
Six & D <x,a,b > estaffinement libre, d'aprés le lemme 3 :
<f(x),f(a), f(b) > l'est aussi mais f(x) =y € D' (contradiction).
Donc fest donc une surjectionde D sur D'= f(2) qui est donc une droite .
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Lemme 5 :
Soit &un espace affine sur I de dimension n .

Soitf: & — & bijective et telle que
si a, b, ¢ sont 3 points alignés quelconques de &

alors f(a), f(b) etf(c) sont alignés, on a le résultat suivant :

DD = f(D)/f(D

Démonstration :

On peut supposer que D # D' . Siy €f (D) Nf(D
y=f(x) =f(x) avecx € D etx'E D' ce qui est impossible
puisque D et D' sont distinctes et paralleles : f (D) N f(2D
On peut decrzre Det D' comme :

D= {ao +ﬂ,a0a1//1 € K} et D'= {az +,ua2a3/,u EK} avec aoal//aza3.

Ona (D, D")={a, + Ay, + pag,/ A € I u € K} =(ay, a, ay),
D'ou :

dim (f( <a0, a, a2> )) =dim( <f(a0 ),f(al ),f(a2)>) =2 (lemme 3)
Oron peutdécriif().@) etf(2D') comme:

f(.@)={a0+/la0a1/l Eﬂ\?}etf(.@ {a + a/,u EK}

Si f(D )estf(2D") ne sont pas paralléles :
f(D), f(D") = {a0+/1aa + pe,e, + v,/ A € By € I, veh’}

qui est de dimension 3 .Contradiction.
Lemme 6 :
Soit &un espace affine sur I de dimension n .
Soitf: & = & bijective et telle que
sia, b, ¢ sont 3 points alignés quelconques de &
alors f(a), f(b )_)etf(c_')) sont alignés, on a le résultat suivant :
Soitp € &, @: E — Eou & estl'espace vectoriel défini par le choix

du point p comme origine dans & et définissons @ par :
- - >
D(w) =f(p+w) - f(p) VweEE.
Alors @ est additive .
Démonsgatign :
(1) Sozt uetv 2 vecteurs mdependants et p,q,r,s 4pointsde &tels que

p u= q.p+ i =s,p + u+y =r;on; obtient un parallélogramme

(ps g1, 8) de 4 points dzstmcts avec pq//sr )
D'aprés le lemme 5 ( f(p), f ), f(r), f(s)) forment un parallélogramme
de 4 points distincts (p',q,r,s’).

_)On rappelle la notation suivante : si le point a = b +x alors on peut noter
x=b —a mais a+bnaaucunsens N

Onpeutdoncecrzreq_uc; u_-/-)v =r—p,v=s—p et U= q-—0p.
Commep'q'=r's'=r'p'-sp'= q'-p'=r'-s'

=(r'-p’) 5 (s"-p’) (a),

or f(p_#+u) =f(q) =q'et f(
flp+u)-f(p)=q'-p'= :
4’(1’)) =f)(1’ +v) -f(p) =f(s)-f(p)=s"-p'.or
D(u +v)=f(r) —f(p)=r'-p’.

En appliquant (a) : ®(u) =

=
2
=y
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(2) Si Z et;) 2 vecteurs dépendants et non nuls .Soitx non colinéaire a 7
(etdonca v ).D'aprés le cas precedent

&(u+v +w)=0(u + v) +d(w) =d(v +w) +d(u) or

&V +w) = d(V) + D(w) donc :

&(u+v +w)=0(u) + d(v) +(w)

dou 45(;;) + (;)) + @(;) =¢(;l) +;)) + 45(;1!)) , Dest encore additive.
Remarque :

Soit &un espace affine sur I de dimension n ._Soitf: & — & bijective
et telle que si a, b, ¢ sont 3 points alignés quelconques de &
alors f(a), f(b) et f ) sont alignés ,

alors comme . p + Ru est une droite @ de direction u passant par p
flp + ﬂ\?u) est aussi une droite 2D'( lemme 4) , passant par p'= f(p
comme fétant un bijectionde @D sur D', par définition de @ ( lemme 6 ) :
W(Au) =f(p +iu) ~ flp) VAEK
f(D)=f(p + ﬂr?;l)) =f(p) + D RZ) =0'=p'+ R@(Z) puisque
une droite a une seule direction définie par un vecteur , a un scalaire pres.
Lemme 7 :
Si on définit l'application 6?1_; K — K, Vu = 0 par :

viek o(Au)=6.(1)d(u) ,
Alors on a 0_>=0;> V;l) #0,17’;) #0 .

Démonst_r)atio_l)t :
(1) Soit u etv 2 vecteursindépendants V A € I ona
DA (u+v))=D(Au +Av) =D(Au) +B(Av) (lemme6)
=6 (A) o u) +6,(2) (V)

L(4) @ +7)

+
=6 +3(4)¢(Z) +6 +3(/1)¢(3) . Donc::
VA K B(T)(8,(2) ~ 8, ,4(2) + @) (&(2) — 8 ,4(2)) ~0

Or u et? sont 2 vecteurs indépendants, ce qui implique que
flp + u) et f(p + v) sont 2 points affinement indépendants( lemme 4) et
- > , .. .
D(u)et D(v) sont 2 vecteurs indépendants , ce qui implique que :
viek 6. (1) —& o(1)=6(4)—8 5(A)=0 etdonc:
u u +v v u +v
&= .= .
u u +v v

(2) Sozt u et v 2 vecteurs lies , on conszdere w un vecteur indépendant

de Z (etdoncausszde v ) 0; 0_>w 07
Lemme 8 :

9
V u # 0, posons 0= @, la valeur commune.
u

Autrementdit VA € I Q(/IZ) =0(1) D )
Alors B est un automorphisme de €.
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Démonstration : N

Si @(%) =f(p +$) -f(p) Vwe& ona
>, 2 - -

D(w) =0 = f(p +w) =f(p) =w

=_0) ,fé tantbyectlve
Vu =0 &((4 +ﬂ) W) =604 +u) () = D(in) +(sin)

= (8(4) + (u)) W) donc (64 +1) - (6(4) +6(u))) @(w) =0

donc O(A+u)=6(1 )+0(,u) demén_a)e: . .
Vi =0 &((A-p)u)=6(Au) @(u)=6(4) ®(uu) =6(4) (1) & u)
done ( O(A-p) —6(2) -8(p)) @(u) =0

dou (A-p)=6(1)-6(u).

Lemme 9 :
Soit &un espace affine sur K de dimension n .Soitf: & — & bijective
et telle que si a, b, ¢ sont 3 points alignés quelconques de &

cela entraine que f(a), f(b) et f(c) sont alignés alors si @ est définie par :
di(;v)) =f(p +$) -f(p) Vw E:é’), Dest R-lineaire .

Démonstration :

Par le lemme 6 @ est additive, par le lemme 8 :

VAeRrR 45(2,;4)) =0(1) D u) avec @estun automorphisme de I,
parlelemme (0 :V A € R, (A1) =A d'ou lerésultat .

Conséquence :
Si une transformation bijective T d'un espace vectoriel E dans un espace
-, —

vectoriel E ', telle que T< OE) =0y, transforme les droites affines de E en
des droites affines de E ' alors T est linéaire .
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Théoréme 3 :

( Etudes des cones d'isotropie . )

(J. Dieudonné."Eléments d'analyse " < Gauthier — villars 1969 -
J-M. Monier." Algebre 1 et 2". Dunod 1997 .

J ¢ Grifone." Algebre Linéaire" -Cépadues éditions 2002 -«
R.Goblot ." Algébre linéaire "Masson 1995 . )

Remarque : Dans une premiere lecture , on pourra se contenter
du lemme 10 +Le but des autres lemmes est de montrer que ce
lemme 10 est un cas particuler de l'étude des cones d'isotropie invariants.

Lemme 1 :
Soient fetg 2 formes linéaires définies sur un I -espace vectoriel E

de dimension finie .
On a l'équivalence : Ker(f) =ker(g ) & JA €K \ {0} f=1g.
Démonstration :
On peut supposer f# 0et g # 0.
(1)Ker(f) =ker(g) =T A K \ {0} f=1g.
Si H=Ker(f) =ker(g ) & E
alorsE=ﬂ6c0 @H, avecx, #0,x, € H.
Vx € E x=x; +ux),x, €EH .
Ona f(x) =,u.f(x0) et g(x) =,u.g(x0) dou

fx fx fx

(x) _ (%) = f(x) - (0>g(x)
g(x)  &(%) £(*o)
(2)dA K \ {0} f=Ag = Ker(f) =Ker(g) .
Immeédiat .

Vx €H

Lemme 2 :
Si 2 équations polynomiales de degré n > 0, avec n racines ,

ont des coefficients proportionnels alors elles ont les mémes racines
et réciproquement .

Démonstration :

La partie directe est immédiate . Réciproquement , il suffit de
Jfactoriser les 2 équations : comme a, # 0 eth, #0,

n n n n
Zakxk=an ]7(x —al) =0, Zbkxk=bn ]7<x —al) =0 etdonc :
k=0 i=1 k=0 i=1

a, = a’;bk , Vk=0..n.

n

Lemme 3 :
Le complémentaire de l'intérieur d'une partie A d'un ensemble topologique E
o

est égale a l'adhérence du complémentairede A :E \ A =E \ A.
Doe'monstration :

A est le plus grand ouvert includans A donc E \ A estle plus petit fermé
contenant E \ A d'ou le résultat.
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Lemme 4 :
Soientfetg 2 applications continues d'un espace métrique (E , d)
dans un espace métrique (E', d'). _

Si f(x)=g(x) Vx €B S Etelque B=E alors f=g .
Démonstration :

Montrons que A={x € E/f(x) =g(x )} estfermédans E i.e. E \ A est
ouvertdans E. Soita €E \ A, f(a) #g(a)

etdoncd'(f(a),gla))=a > 0.
fet g étant continues il existe un voisinage V' de a tel que pour tout x de V

onaitd'(f(x),fla)) <5 etd'(g (x),gla)) <3
S'il existaitx € Vtelque f(x) =g(x ) alors :

a=d'(f(a),gla)) <d'(f(x),fla)) +d'(g (x),g(a)) <a:
contradiction !

Donc Vx €V f(x) #g(x) et E \ AestouvertetA est fermedansE .
Ona BEACSE doncB=E SA=A S E etdoncA=E.

Lemme 5 :

(1)Soit E un espace vectoriel sur I de dimension finie n alors tout

sous -espace vectoriel V strict est d'intérieur vide et son complémentaire
dans E est dense dans E.

(2)Tout sous — espace vectoriel V est fermé pour E .
(3) Soit @ # 0 une forme quadratique sur E, C(®) ={x € E/ ®(x) =0}
qui un cone de E , le cone d'isotropie de @, est un fermé d'intérieur vide .

(4)Soient fune fonction définie sur E , nulle sur le complémentaire

d'un sous — espace vectoriel V strict, alors elle est nulle partout .
Démonstration :

(1)Si V n'était pas d'intérieur videdans E :Ix € V,IBg(x, € >0) V.
Comme V est un espace vectoriel VA >0 ABg(x, € >0) SV etdonc
E &V, impossible puisque V est un sous — espace strictde E .

Donc V =@ etdonc , d'apréslelemme3, E \ V =E \ V=E.

(2)1l faut montrer que toute suite convergente de V', converge vers un pointde V' .

Soit (x,,) une suite convergente de V donc de E . Soit (¢;) | une basede V
1= dyey p
que l'on peut compléter par (ei) pour obtenir une base de E.
i=p + IL.,n

Dire qu 'une suite converge dans un espace E vers x ,
c'est dire que chaque composante des termes de la suite converge .

Si les termes sont dans V', les composantes selon ( el.)
i=p+1.,n
seront constamment nulles et donc leur limite x aussi et x appartiendra biena V .

(3 (D) = Q_I( {0}) est fermé car @ est continue .Si l' intérieur de O @) # 2

il existe x € O(®) et , il existe B(x, € > 0) S O D) qui est un cone,

donc VA >0 ABg(x, € >0) < O(®) etdonc E = O D) impossible car
DF0.
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(4)E étant de dimension finie , f est continue et, d'apres ce qui précéde,
nulle sur un sous - ensemble dense de E donc nulle partout
d'aprés le lemme 4 .

Lemme 6 :
Si O, et 0, sont 2 ouverts denses dans un espace topologique E , alors 0,/ O,

est encore dense dans E .
Démonstration :
On a la caractérisation évidente si E est un espace topologique, A S E :

A=E < V. QouvertdeE, 2/NMA #2.
Soit donc Qouvertde E , on a 8211 0, # 2.Soita; € 2110,

comme 211 O, est un ouvert , il existe une boule B ( a, 8) =QNno,,
alors B ( a, 8) N o, #2.5it a, €B ( a, e)f?Oz:

a,€0,, a, €EB ( a, 8),

donc a, € 2110, et a, € 210,10, # .

Notations :
Soit E un espace vectoriel de dimension n sur [,

D une forme quadratique sur E et ¢ la forme bilinéaire associée .
Soit F un sous — espace vectoriel de E ; on note :

L
F °={(x€E/VyeF,p(xy) =0}quiuns.evdeE ,
L
Ker(®) =E ? c (D),
L

x ?=={y €E/ ¢(x,y) =0} qui est un sous — espace vectoiel de E ,
strictsi @ # 0.

Reésultatl :

Soit E un espace vectoriel sur ¢ de dimension finie,
£

() Soit @ # 0 une forme quadratique sur E telle que E ¢ # C( ®)
i
cestadire {0} CE *SC(®) £E. (1)

Soit @' une autre forme quadratique .

Pour que @'=ADavec A # 0 , Il faut et il suffit que
C(oD) ce(d).

(B) Si®=0 et C(®) < C(D')alors D'=0.

Démonstration :

(&) On notera @ et @' les formes bilinéaires associées a et @’ .
£

_L ’
Si @'=ADavec A # 0, il est immédiat que C(®@) = C(®D') et E *=E ? .

£
Réciproquement , soitx € C(®@) \E ?:comme C(®) < C(P'),
i
D(x)=0=D'(x),deplus Ty #0telque @ (x,y) #0 ie.y &x ®quiest
un sous — espaces stric de E. D'apres le lemme § :
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i
x @ estun fermé d'intérieur vide, de méme CJ( @) ,

dou U=E \ (xl"’UG( 45)) est d'aprés le lemme 6

un ouvert dense non videde E .
Soity eU: D(y) =0, o(x,y) =0.

Soitx +tyavect € B, D(x) =0, D(y) # 0,; déterminons les ensembles :
{teR/ D(x +1y)=0}et {t €ER/D'(x +1y) =0}.

Ona:

P(t) = x +1y) =B(x) + 1o (x,y) +LD(y) +1p(y, X)

=FD(y) +219(x,y) =ttD(y) +2¢(xy)) (1)

deméme W'(t)=F£D'(y) +21tp'(x,y) (2).

Comme C(®) < C(D') alors ¥(t) =0 = ¥'(t) =0 .
(1) et (2) sont 2 equations de degré 2 ayant les mémes racines distinctes :

t, =0 qui corresponda z;=x, t,=- 29(xy) # 0 qui correspond a

D(y)
3, =x- Z?T((x’)ﬂy #z; .Ce qui implique que @'(y) #0et @'(x,y) # 0 et que
y

les coefficients de (1) et (2) sont proportionnels d'aprés le lemme 2 :
D(y)=AD'(y) (3) et @xy)=ie'(xy) (4),
le paramétre A d'apreés (3) est un réel non nul qui ne dépend quedey : A=A(y).
Considérons les formes linéaires ¢ (x,°) et '(x, *)
elles vérifient @ (x,*) =A( *) @'(x,*), elles ont mémes noyaux puisque A( *) # 0.
D'aprés le lemme 1 elle sont proportionnelles :
Fu #0telque p(x,*) =u@'(x,°), avecu=H(x) (5).
En rapprochant (4) et (5) :
@(x,p) =A(y) @'(x,p) = p(x)@'(x, p) il vient que :

A(y) =u(x) =k, k étant une contante indépendantes de x et y .
On en déduit que :

L
D(y) =k D'(y),Vy EE \ (€(¢)nx “’) (6) .

Etd'aprés lelemme 4, dD(y) =k ®'(y) Vy €E

L
puique Det D'sont continues et (CJ( D)Nx ¢ ) est d'intéreur vide .
(B) Si =0 alors C(®) =E etdonc C(®@') =E et D'=0.

4
Remarque : L'hypothése C( @) #E ¢ est essentielle :
Si l'on considére dans E = I#, @([x, y, z]) =x? +y2 et D'([x, 9 2]) =’ +2y2,

on a bien : O( @) = C(D') ={[x, y, z]/x =y =0} qui est une droite,
i
et O( @) =E ? mais Det @' ne sont pas proportionnelles .
1l est facile de voir en utilisant le théoreme que :
L L L
(@#0,0(0) #E %et 6(@) (@) =E *=E *'.

Si le corps de base est Con a le théoréeme suivant qui supprime ['hypothese

£
C(d) #E °.
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Résultat 2 :

Soit E un espace vectoriel sur Cde dimension finie,

Det D'2 formes quadratiques sur E.
Pour que @'=ADavec A # 0 , Il faut et il suffit que
e(®) = (@) .

Démonstration :

(1) Si =0 alors C( D) =E etdonc C(D') =Eet @'=0.

(2)Si @ #0 alorsil existe x € E tel que @(x) # 0 c'est a dire que x & G( @),
L L

A
doncx €E Petx ? #E etE \x ? #2 etun ouvertdense non videde E.
1
DemémeE \ C(®) et E \ (€(¢)nx ? )

£
Soity & C(®) Nx ¢ etz € Cetconsidérons :
(@)P(z) =@(y +2x) =L B(x) +220(x,y) + B(y) et
(0)Q(z) =@'(y +2x) = P'(x) +229"(x,y) +D'(p).
Considérons l'équation P(z) =0 c'est une équation du second degré dans C':
d'ou l'existence de 2 racines , que l'on retrouve exactement dans (b) puisque
(@) = ().
Ce qui implique que @'(y) #0et @'(x,y) # 0 et que
les coefficients de (a) et (b) sont proportionnels d'aprés le lemme 2 :
D(x) =4 P'(x) (c) et @xy)=Ae'(xy) (d).
On conclut comme dans le théoréme 1 .
Lemme 7 :
Soit un plan vectoriel Ilsur un corps KK , @une forme quadratique définie sur 11,
et B= (el, ez) une base @ — orthogonale de I1.
Dans ce plan ITil ya au plus 2 droites isotropes sinon c ‘est tout le plan
qui est isotrope .
Démonstration :
Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique associée a @.

Dans la base B la matrice de ¢ s'écrit (@), =4y, (@), ,=q (¢); ,=0.

i
Soitrlerang de @=2 —dim( 7 (p) .
£
Sir=0,q,=0=¢q,et II ?=0(®) =1I.
Si r=1,l'undes2 scalaires q; ou q,est nul, ['autre non , par exemple :
q; Z0et q,=0 .

L
Ona IT ¥ = CJ( @) = Ke, et comme @D(x) =¢q, -xIZ avec t(x) = (xl, x2) ,
toute autre droite vectorielle privéede {0}, autre que Ke, n'‘appartient pas
a C(®) donc ily a au plus une droite isotrope dans IT
Sir=2,clestadirequeq; q, #0 et P(x) =¢q, -x12 +4q, -x22.

q
2—/——2-x22=00na:

2 2
De q;-x;" +q,x," =0 = x; q,
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1,
ou bien : — > 0 alors x =0 est la seule solution etiln'y a pas de droite isotrope ,

q;
q, q, 2
ou bien : — < 0 alors sion pose -— =& ona:
q; 91
X 2_ az ‘X 2 X, — a-x,) (x, +a-x,)=0montrel'existence de exactement
1 2 ( 1 2) ( 1 2)

2 droites isotropes .
Lemme 8 :

Soit un plan vectoriel ITsur un corps I fini de caractéristique différente de 2 ,
alors il possede au moins 4 droites vectorielles distinctes .
Démonstration :

La caractéristique d'un corps IK fini étant le plus petit entiern > 0 tel que - n-1 =0,
et tout corps fini a pour caractéristique un nombre premier,
et pour cardinal une puissance de ce nombre.

Si K esun corps fini de caractéristique différente de 2 , il a au moins 3 élements .

Soit un plan vectoriel ITsur un corps I fini de caractéristique différentede 2 ,
il posséde une base B = (el, ez) et soit I—; le corps a 3 éléments {0, 1, 2},

les droites de I1 seront de la forme (xel, yez) avec x ety éléements non nul de F :
3

d'ou l'existence d'au moins 4 droites vectorielles définies par les scalaires :
(I)x=y,2)x=0,y=10oul, (3)y=0,x=1Loul, (4)x=Ly=20u x=2,y=1
care; +2e2=2(2e1 +e2) Si K=l-;.

Plus généralement si IK=F avecp > 2, on aura au moins les 4 droites x=y,x=0,y=0 et
P

y=2x.

Résultat 3 :
(R.Goblot ." Algébre linéaire "Masson 1995 ).

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K
de caractéristique différente de 2 .
£
(@) Soit @ # 0 une forme quadratique sur E telle que E ¢ # C( ®) ,
i

cestadire {0} CE S C(®) SE. (I)

Soit @' une autre forme quadratique .

Pour que @'=ADavec A # 0 , Il faut et il suffit que
C(D) c o).

(B) Si®d=0 et C(®) = C(D')alors D'=0.

Démonstration :
(&) On notera @ et @' les formes bilinéaires associées @ Det @' .
i L
Si @'= ADavec A # 0, il est immédiat que C( @) = C(D') et E *=E 7 .
£
Réciproquement , soitx € C(®@) \E ¢ :commeC(®P) < C(P'),
D(x)=0=D'(x),deplus Fy # 0telque p(x,y) #0 .
Supposons d'abord que y soit, en plus , tel que @(y) # 0.
Soitx +tyavect € B, D(x) =0, D(y) # 0; déterminons les ensembles :
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{teR/ P(x +1y)=0}et{t € R/D'(x +1y) =0}.
Ona:
P(t) = D(x +1y) =B(x) +tp(x,y) +LB(y) +1p(y, X)
=FD(y) +219(x,y) =ttD(y) +2¢(xy)) (1)
deméme W'(t) =F£D'(y) +21tp'(x,y) (2).
Comme C( @) < C(D') alors ¥(t) =0 = P'(t) =0 .
(1) et (2) sont 2 equations de degré 2 ayant les mémes racines distinctes :

t; =0 quicorresponda z;=x,t,=- 2 (;((x’) ) # 0 qui correspond a
y
3, =x- 2 (;((x,) ) y #1z; .Ce quiimplique que @'(y) #0et @'(x,y) #0 et que
y

les coefficients de (1) et (2) sont proportionnels d'aprés le lemme 2 :
D(y) =4 D'(y) (3) et @xy)=Ao'(xy) (4),
le paramétre A d'aprés (3) est un réel non nul qui ne dépend quedey : A=A(y).
Considérons les formes linéaires @ (x,*) et@'(x,*)
elles vérifient ¢ (x,*) =A( *) @'(x,*), elles ont mémes noyaux puisque A( *) # 0.
D'aprés le lemme 1 elle sont proportionnelles :
Fu #0telque p(x,*) =@'(x,°), avecu=u(x) (5).
En rapprochant (4) et (5) :
(%, y) =A(y) @'(x,y) = p(x)@'(x, y) il vient que :
A(y) =u(x) =k, k étant une constante indépendantes dex et y .

L
Donc @'=ADavec A # 0 sur E \ (G( D)Nx ) :

Si D(y) =0 alors D'(y) =0et DP'=AD aussi sur {y/ D(y) =0 }
L

On vient donc de montrer que @'-A®@=0 surE \x ¢ .
L

Si x ?={0} lethéoréeme est démontré .
L

Supposons maintenant que x ¢ #= {0} .Et comme Fy # 0 tel que @ (x,y) # 0 :

dim<xl"’> = dim(E) — 1. Montrons que :

D -AD=0 aussisurxl"’ =Ker( ¢(x,*)) =Ker( ¢'(x,°)).

Le théoreme est trivial si dim(E) =1 .Considérons le casdim(E) =2 :

D'aprés ce qui précéde dim (xl‘”) =1 .E étant un plan vectoriel, toute droite vectorielle

de ceplan , sauf peut — étre xl"’, est isotrope pour @' - A car contenue dans E \ xl"’ U{o).

D'aprés les lemmes 8 et 7 E tout entier est isotrope pour @' - AD.

Considérons maintenant le cas dim(E) > 2 :
£ £
Soitz € x ? qui est un hyperplan et ITun plan vectoriel contenant 7 et non contenudansx ?,
i £
c'est un plan engendré par z et un autre vecteur v € x ¢ . Ona évidemment ITNx ¢ =Kz.

Toute droite vectorielle de IT , sauf peut — étre Iz , est isotrope pour @' - A®.
D'aprés les lemmes 8 et 7 E est isotrope pour @' - AD.

(B) Si @=0 alors C( D) =E etdonc C(D') =E et ®'=0.
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Remarque :

n

_Dans le cas particulier on dim(E) =n > 2 et @(x) = (xl)z—kai )2, on peut utiliser
i=2

une démonstration de type calcul matriciel qui a l'avantage d'étre rapide et astucieuse mais
a l'inconvénient de cacher sa vraie nature .

Notation :On note M, (k) l'ensemble des matrices réelles d'ordre n, M, ;( k)

. t ..
les matrices colonnes d'ordre n, * la transposition .

Lemme 9: Soit (A,B) € M, ( R)Z .On a l'équivalence :

V(X Y) €M, (R’ 'XAY='XBY < A=B .
Démonstration :
On remarque que :sipourY €M, (K)et VX €M, (k) 'XY=0 alors Y=0,

sipourX €M, (K)et VY €M, (F) XY=0 alors X=0.

11 suffit de prendre X =Y .
On a alors les équivalences suivantes :

V(X,¥Y) €M, (R’ XAY='XBY < X(4 —B)Y=0
= VYEM, (R) (A—B)Y=0 < (4—B)=0.

Corollaire : Si de plus A et B sont symétriques on a l'équivalence :
VX EM, (R XAX='XBX < A=B .

En particulier VX €M, (k) 'XAX=0 = A=0.
Démonstration :
Comme XAX = 'XBX ona :
V(X,Y) EMn’I(R)Z XAX = 'XBX (1), 'YAY="YBY (2),
"X+Y)AX+Y)="X+Y)B(X+Y) (3).
(3) sedeveloppe en :
XAX + 'XAY + 'YAX + 'YAY = 'XBX + XBY + 'YBX + 'YBY,
en applicant (1) et (2) ilvient :
’XAY + 'YAX = XBY + 'YBX ,
et comme A et B sont des matrices symétriques :
A="A et B='B , donc comme t( tXAY) ='XAY € R d'oi:
'YAX = XAY de méme : 'YBX="XBY d'oi:
XAY="XBY V (X, Y) €M, ,(R).
D'aprés le lemme précédent : A=B.

Autre démonstration possible du corollaire :
C=A — B est symétrique telle que : 'XCX=0 VX EM, [(R),
la symétrie implique l'existence de P € M, (¥ orthogonale telle que PCP'=D

= (di) matrice diagonale .

XCxX=0 < X(PDP)X=0 < ZDZ=0 avecZ=PX.
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n
DoncZki(Zi)Z=0 VZ eM, (F)
i=1 ’

donc en particulier pour Z=t( 0....,d
douD=0 etC=0.

) , d;en i — ieme position ,

Lemme 10 :
(N.M.J. Woodhouse . " Special Relativity " «Springer 2002 .)
1 0 0 0
0 -1 0 0
Soit M EM ,(R) une matrice symétrique et G=
0o 0 -1 0
0o 0 0 -1

On suppose que M veérifie -V X XGX=0 = XMX=0,
alors 3 o € R tel que M= 0G .

Démonstration :
Si M est symétrique on peut écrire M sous la forme :

t
a
M= oux €ER,a EM; (R),S EM y(R) S symétrique .
a S ’
On calcule pour X = [r,tY], Y e M3’ R),reR:
f , 5
XMX=[r'Y] =ar +FYa +FaY+'YSYdou :
a S

XMX = o’ +2 Fa¥ +YSY (1)
OnposetU= [u, v, w] avecé +v' +w’ =1 (2)
et on affecte a X lavaleur: X = [1, tU] .
Dans ce cas 'XGX =0 et donc XMX =0 ,
et (1) s'écrit avecr=1,Y=U:
VU défini par (2) : XMX=a + 2 'aU +USU=0.(3)
Si Uverifie (3) -Uverifie (2) et (3) donc :
a+2%(-U)+(-U)S(-U)=0 (4).
En ajoutant t (3) et (4) ilvient :
VU définipar (2) : ¢ +USU=0 #’U(a]d3 +S)U=0.
Si ’U(ald3 +8YU=0 V' U défini par (2)
’U(ald3 +S)U=0 estaussivrai VU € 3
Daprés le corollaire du lemme 9 précedent : S=-a-Id,.

En retranchant (3) et (4) ilvient: VU "aU=0 = a=0.
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a0 0 0]
0 - 0 0
0 0 -a 0

0 0 0 -o

Résultat 4 :

Soit E un espace vectoriel sur ¢ de dimension 4,
4

et D(x) = (xl)z_Z'(xi )2, une forme quadratique sur E.
i=2

Si @' est une autre forme quadratique sur E telle que : C( @) < C( D'),

alors @'=ADavecAd #0.
Démonstration :
11 suffit d'appliquer le lemme 10 .
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Théoréme 4 :
(Vitesse relative de 2 reperes) .
En mécanique classique , si on considere 2 observateurs en mouvement uniforme l'un par

rapport a l'autre on peut écrire directement que V ,,, Jo=" Vo | orpour ces 2 observateurs :

—
le temps est absolu ainsi que la distance || 00’ || .
Si les lois de la physique sont les mémes dans les 2 reperes, c'est a dire que de mémes objets placés
dans les mémes conditions produiront les mémes effets : mesurer la vitesse de O' par rapporta O
et mesurer la vitesse de O par rapport a O' donneront le méme résultat a condition que
ces 2 vitesses aient le méme module «Comme les 2 temps mesurés t et t' sont différents , de méme
pour les coordonnées spatiales , et en se rappelant qu 'a ce stade de l'étude on sait seulement que
la transformation est linéaire et que le module ¢ de la vitesse de la lumiére est invariant,
on va justifier de fagon éléementaire que la vitesse relative de 2 reperes en translation uniforme
est la méme, en module , mesurée dans l'un ou l'autre des reperes et opposée vectoriellement en signe .

Vitesse relative de deux repéres spatiaux en translation uniforme_:

Soit deux reperes spatiaux R et R' en translation uniforme qu'on supposera
tels que leurs origines O et Q' coincident une seule fois
au cours de leur mouvement relatif en un point de l'espace spatial E
et en ce point les horloges des deux reperes spatiaux
sont mises a zéro : t =t'=0.
On rappelle que le temps associé a tout point fixe par rapporta O dans R
est le temps de O, de méme pour le temps associé a tout point fixe
par rapporta O' dans R' est le temps de O' (synchronisation des horloges) .
On peut ainsi définir la vitesse uniforme d 'un point P(t) par rapporta O dans R par :

OP(1,) — OP(t,
R

—_— >

Sachant que 00'(0) =0, on a dans R :

7

.Demémedans R'.
L)

N 00'(t) O'O(I) N
(Y010)p=—F = =(Yol0)a
_— >
de méme dans R' sachant que 0'0(0) =0 :
é %
N O'O(t') 00'(t") N
( Vo]o')ﬁ,,= PO = ='(V0']0)m'

t'
Est-ceque : ( ?0,] 0)5?=_< _&0/ 0')5?' ?

On sait déja que ces 2 vitesses sont parallelesa O0', constante et de sens opposés .
Evaluons leur module respectif .

- -

Soit ¥la vitessede O' par rapport a O dans R. Comment mesurer || V” ?

Pour cela on va procéder a une expérience simple mesurée a partir de QetO'.

On notera ﬁ’4 et ﬁ’4' les reperes, dans l' espace a 4 dimensions , associés a Ret a R’

les reperes spatiaux et a leur horloge respective .
la transformation qui permet de passer de R a R' est linéaire elle peut
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étre representée par une matrice 4 x4 M, ﬁ’4 a ﬁ’4 "étant munis de bases orthonormales

adéquates Bet B'. Comme la transformation qui permet de passer de R a R' est linéaire elle peut
étre representée par une matrice 4 x4 M, .ﬁ’4 et .Z’4 "étant munis de bases orthonormales

adéquates Bet B'.
Expérience :
Au tempst=t"=0, O et O' coincident.
Au temps t =t, > 0 on envoie un rayon lumineux de O vers O'

qui le renvoievers O au tempst=t, , et atteint O au tempst =t,.

On note 0'(t) et O(t) la position de O'et O au tempstdans R .
—_—

Pour le graphique on a supposé que l'axe Ox est parallele a 00" :

O(fz) o' ﬁtz) 1=t

O(f1) o' £t1> 1, <t
>

0 (0)=0' (0) t=t'=0

Comme le mouvement est rectiligne uniforme le long de droite définie par O et_&:
—_— > —_— -
on a donc 00'(t0) = V”.to , de méme 0'(t0)0'(t1) = V”.(t] - to).



000021

(=1) (1)
2 2

La durée étant le méme a ['aller et au retour L=t +

Si ¢ est la vitesse de la lumiere :
> >
(, —t)e=2lI1ll ¢, + 201 2|l (1, — 1))

. Il = 2=h) (27 0)
donc : (t, to)c—2|| vl t; etdonc . |l = 21, c= s

Du point de vue de l'observateur sur Q', il voitun rayon partir de O au tempst '=t,’,

ﬁ
et O'O(to') = ” V'”.to', le rayon arrivera au temps t,', puis repartira vers O

qu il touchera au temps t,'.Le rayon aura donc parcouru Za_fz’istance c( ,'—t’ )
Dans le sens 00’ la distance parcourue est : O '0( t) ') = || 1% '|| .1, et dans le sens retour :

— — —
Il + el 127y + 120 (87-1,7) = 1271 1" et done -

- - - (tz"t '0)
(tz'-to')c= || V'” ' + ” V'” t,' et “ V'” =WC‘
Soit M =[ml; jJ la matrice de passage des reperes R, ' a .ﬁ’4 associés a

R'et a Reta leur horloge respective dans l'espace a 4 dimensions :

O a pour coordonnées [ct, 0,0, 0] dans .%4,

O aura pour coordonnées [ml’ pCt,my pct,my pct,m, .ct dans .%4'
P4t —

(1, —1ty) o (1, — 1)
’ ’ A

a la méme valeur dans R' et R et comme l'expérience peut étre vue par les 2 observateurs
O et O' comme une expérience pour mesurer la vitesse relative entre Q et Q'on a :

> >
[ %0 joll 2= [ %01 o] 2

On pourra donc parler de vitesse relative de 2 reperes en translation uniforme

donc ct'=m1’ et et donc ||?|| =

> > - >

U et - porté par 00" de module || 1% || commun aux 2 reperes .
Remarque :

Si on considere un observateur sur O qui observe une horloge sur Q' qui s‘éloigne de O,
avec une vitesse uniforme donnée pour ce repere et un observateur sur O'
qui observe une horloge identique sur O qui s ‘¢loigne de O'

nous sommes dans une situation completement symétrique puisque O voit s ‘éloigner O'
et Q' voit s'‘éloigner O avec la méme vitesse numérique en module .

Les lois physiques étant les mémes dans 2 reperes galiléens en translation uniforme

le coefficient de dilatation m 11 des durées sera le méme dans les 2 mesures

faites dans chacun des 2 reperes . Donc si on note N = (”i, j) la matrice inverse de M,
sachant que t'=m; ,.t (I)et t=n; ;.t"(2), parce qui précéde

onaura m; ;=n; , .On notera par la suite Y cette valeur commune .

Attention a cette écriture, dans (1) t' est la valeur mesurée par O' de l'horloge placée
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en O, dans (2)t' estlavaleurindiquée par l'horloge placée en O'.
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Chapitre 2 :

Solution du probleme .
g - o A N
Notre but est d'expliciter T en fontion de V ou ce qui revient au méme en fonction de f=—.

C
-

L : . , , . _ _

D'apreés le chapitre 1 T est linéaire donc représentée par une matrice M =M ( B ) = (ml.’ j)'

O’ est représentée par le vecteur X =t(ct, X, ), z) dans B, et par X '=t(ct', 0,0, 0) dans @'
Comme X =MX' on en déduit que le temps t mesuré par un observateur situé en O d'une horloge
située en Q' et qui indique le temps t' a un observateur situé en Q' vérifie t=m, ;' (1)

avec m; ; > 0 :on suppose qu'iln'y a pas de retournement du temps .

- ct m m m m i ; m,; ;ct'
ct 5 L1 My Mz My |\ g ,
ct 2
X x m, ; m,, m,; m,, 0 m, ;ct
X= = = =
y ﬂyct ms o, m;, m;; m;, 0 m; jct’
Z 0
m m m m
L ,Bth | Mar Mz Mys Mgl ] my jct’

Considérons la situation symétrique ou un observateur situé en Q' observe une horloge
située en O qui indique un temps t pour l'observateur situé en O «L'observateur de O'

mesure alors un temps t' «Dans cette situation X = t(cL 0,0,0) dans B,
etX'="(ct',x ",y " z") dans B' -Comme X'=M "X etdonct '=M_11 st (2)
etM™!
Comme nous sommes dans la méme situation physique que précédemment , les unités dans les 2
reperes étant définies de la méme fagon : M -1 L1 =M, .

1 1 = 0 comme précédemment.
’

Attention : dans (2) t' est la valeur mesurée par O' de l'horloge placée
en O,dans (1)t' estlavaleurindiquée parl'horloge placée en O'.

Considérons maintenant un photons issu de O au tempst=0=t', ses coordonnées vérifient :
- —yz —7= 0 pour O et vérifie Ar? —xr? —y'z —z%= 0 pour O".

D'aprés le chapitre 1 (th.3) :

Ar? —xr? —y'z —z?=A( =X —yz —7) avec A € R~

PosonsX=t(ct, X, ) 2) etX'=t(ct', x'y', z') et si on note

1 0 0 0
0 -1 0 0 t , ,

G= 0 0 10 on peut écrire X'GX'=AX GX=A (MX')GMX ' et donc
0 0 0 -1

X'GX'=AX""MGMX' et cela pour tout X' . "MGM étant symétrique , en applicant

le corollaire du lemme 9 du chapitre 1 'MGM=G.
Théoréme :

Sous les hypothéses précédentes MGM=G.
Démonstration :

D'apreés ce qui précéde "MGM =AG avec A € FR-.
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Do AGM =MG =M '=2"¢'"MGc=1"6'Mq.

Myr  Myp M3p My
A A A A
m m m m
L1 Mz Mz My my g, my, my,  omy,
) My My, Myz Myy 1 A A A A
Si M= =1 GMG=
My M3, M35 M3y Mz My My My
A A A A
My My Mys Myy
My Myy M3y My
A A A A

_1 _ _
Comme m L1 =my =A=1.

L'opérateur de transformation T est donc défini par une matrice M qui vérifie 'MGM =G.
Son inverse M vérifie : Mi=6¢Ma.

De telles matrices sont appelées matrice de Lorentz dont on va déterminer les coefficients .
On peut remarquer déja que si M est de Lorentz alors ‘M est aussi de Lorentz :

DeM ' =G'M Gona 'M=6M"'G puisque G°=Id_,, on en déduit que :

t B
('M)G™M = MG'™M = MG(GM IG) =G. Donc™M est de Lorentz .
Deméme G est de Lorentz .

On cherche donc a déterminer les matrices M qui verifient 'MGM =G.

( Pour une meilleure lisibilité on énonce les résultats dans une premiere partie
et les démonstrions dans une seconde) .

Définition : (J - M «Souriau."Calcul Linéaire ".PUF 1964 .)
On note M, () [ 'ensemble des matrices d'ordre n, a coefficients réels

et GL,(R) le groupe des matrices inversibles d'ordre n, a coefficients réels.
On appele matrice de Lorent; d'ordren = 2 toute matrice M d'ordre n,

a coefficients réels verifiant : MGM=G .
Lemme 0 :
Les matrices de Lorentz forment un sous — groupe L du groupe GL, ( F).

Lemme 1 :

SoitX € R tel que XX =1 .Soit N la matrice définie par :
@ étant la matrice nullede M (K) ,
n—1 n—1
0 X
N= X © .Onaalors Vaa € R:

n—1
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ch( ) sh (a) X
M=exp(aN) = | (@X (14, _, +(ch( @) -1)Xx)

est une matrice de M ([R) de Lorentz de déterminant égala I .
n

Lemme 2 :
Si M est une matrice de Lorentz dont la premiere colonne K, est

dela forme: K, =t( a,0,..., 0) alors M est de la forme :

e ‘0

M= o e=+1,'0=(0,0,0), ‘Q0=14 (7).
0 0 ot
Réciproquement toute matrice de cette forme (1) est de Lorentz.
Lemme 3 :

Toute matrice carrée symétrique A d'ordren > 1, a coefficients réels , est diagonalisable .
Deplus les sous — espaces propres de A sont orthogonaux 2 a 2 .

On peut donc écrire que A =PD 'P avec P matrice orthogonale , D matrice diagonale.

Lemme 4 :

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur [

Soit fetg 2 endomorphismes symétriques de E qui commutent: fog =g of

alors il existe une méme base de vecteurs propres dans laquelle fet g se diagonalisent .
Lemme 5 :

Soit M une matrice inversible a coefficients réels alors il existe un couple unique de matrice
O orthogonale et S symétrique définie positive telles que M= OS .

Corollaire :

Soit M une matrice inversible a coefficients réels alors il existe un couple unique de matrice
0, orthogonale et S, symétrique définie positive telles que M =S,0, .

Deplus S, et S définie au lemme précédent verifient S, =MSM T

Théoréme 1 :
Toute matrice M de Lorentz peut se mettre sous la forme :
£ 0
M=exp(aN) . ona R, e=74+1,
0 0
0 t)( n—1 t !
N= ,avecX € R telque : XX=1, .(2.(2=Idm_1 .
X o

Cette décomposition est unique .

Matrice de Lorentz en Relativité restreinte :

Soit un observateur ponctuel O situé dans notre espace physique E a 3_) di_n)aensions ,

muni d'une horloge .On peut lui attribué un repere a 3 dimension B ( i,j, k ) orthormé
d'origine lui — méme plus une direction temporelle pour le situer dans le temps .

On fait la convention que tout point fixe par rapport a O posséde une horloge
synchronisé avec 0.0On choisit une origine temporelle t , que l'on va préciser plus bas .
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5> o >
On peut ainsi construire une base B¢ ‘ 0( T, i,J, k) .

s

0
Soit le vecteur U défini par U= (ct, Xps Xy, X5 ) avec ¢ la vitesse de la lumiere .

3
On considere la forme quadratique @(U) = 7 . Eiz
i=1

_>—>—>—>)

et construire a partir de B¢ o une base @ — orthormée .G’t 0( T, i,j,k).
0’

t,
0

_)
On considere un autre observateur Q' ayant une viteise _\)/egtoll;elle V' constante

par rapporta O .On munit Q' d'une base B, ) 0'( Thi',j' k ') @ — orthonormeée.
0

On suppose que O et O' se croisent une fois et au moment du croisement mettent a 0
leurs horloges respectives : t , =t' , =0 et O(0) =0'(0) et

B et B' ont une origine commune O.

U représentant les coordonnées d'un point dans la base B et U’

les coordonnées de ce méme point dans B' .

On considere aussi la matrice de changement de base M de B ,a B' ,

qui sera une @ — isométrie : M est une matrice de Lorentz telle que : U=MU".
On peut donc écrire que les coordonnées de R

tyy _t _ .t >_V

O'dans B, sont W="(ct, tV,, tV, tV;) =ct (1, By By ,33) avec f = s
etdans B', :'W'="(ct', 0,0,0) =ct'"(1,0,0,0).

Lemme 6 :
En reprenant les notations du théoreme :

exp(aN) = ;; avec [}%]l@scoordonnéesde }%,,_B)=th(a)3(),
Bl c
0 X
N= X @n_l ,;/=ch( )
72 /4 ?’2
et Wt e
2 2 2
_ 4 4 4 oty — 1
Clam P e G|
2 2 2
S A _r /4
TP G
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Théoréme 2 :
En reprenant les notations du lemme précédent une matrice M de la relativité restreinte
va donc s'écrire d'une maniere unique sous la forme :

m=| 7 » oi 'QQ=1d.
> c |loe

Remarques :

Si une matrice M de Lorentz est orthogonale , par unicité sa partie symétrique est
réduite a l'identité et donc la vitesse relative des 2 bases mobiles est nulle .

Si une matrice M de Lorentz est symétrique sa partie orthog_o)nale est nulle.

9
Si on considere le produit de 2 matrices de Lorentz M=A<ﬂ) etM '=A(,3 ')
symétriques alors le produit MM_')ne sera pas en genéral symétrique .

Mais on pourra écrire MM '=A( B ") @ avec @ matrice orthogonale .
> - -

On verra plus loin comment calculer B, "addition" relativiste des vitesses 3 et '
— -> -

doi ©=A(-B")A(B)A(B").

Lemme 7 :

> — — —
Dans le cas ou l'observateur O constate que V//0x/0'x", Oy/0'y', 0z/0'7',
la transformation linéaire M de (0, 174 0) dans (O, 174 0,) a pour composante orthogonale

y B 00
A 0 0
Q=Id_jetMsécrit M=| Y0y 0 0 |avecT= )
Rt 0 0
T I,
Lemme 8 :

—_ — —

_)
(I)Dans le cas ou les observateurs O et O'constate que Ox/0'x', Oy/ O/'(v " 0z/0'%'

etsilnlyapas retournement du temps, la partie orthogonale de M vérifie 2 =1d,.

(2)Si une matrice de Lorentz M ne conserve pas le parallélisme des vecteurs de b%e spatiaux ,
9
ets ’z&n v a pas retournement du temps alors M s'écrira sous la forme M =A( p ) 0

ou L2 est une matrice orthogonale produit de 3 rotations explicitées lors de la démonstration .

Lemme9 :

9
Soit M = A(ﬁ) une matrice de Lorentz symétrique .
t - - >
Si on poseX=MX "avec X=(ct, [ r]), [ r]les coordonnées du vecteur r =OP ,
t -
position d'un point P dans un espace a 3 dimensions , de méme X '= (ct', [r'])
on a l'équivalence :
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-> -> ->
xemxres la=plars 7). =0+ 1

Lemme 10 :

Loi de transformation des vitesses et des accélérations :
- —

S _I)/ _dr 7’, . dr’
ion pose V(t) = it et (¢t = at’ ona:
e d - (_)7)'“'))
V'(t') _/_},ﬂ L +c
- 1+y
V(t) = = )
_)
AR
- e —
. _dr(e) dV'(t')
Sion pose A(t) dt et A'(t) = —dt' ona
T » PEBAW) (') .[7,(,,) PR ACTAGY +“]J
- 1+y ¢ 1+y
A1) = ;?' P I 3
72[ - (t')] 72(1+ . (t')]
_)
Lemmell : Lorsque M est de laformeM=A(,B)P

9

prendre A( p ) =1Id et Qune rotation de R3 non diagonalisable dans R
9

Par contre A( p ) ['est toujours puisque symétrique :

Les valeurs et vecteurs propres de

/4 75, 7B, 7B,
72 72 72
R L T2
M= }/2 yz
e e e
2 2 2
4 4 4
I L L
1] -1
8| 58
son (1 , v \1-p), 1,17 et respectivemen - s . s
t{y-(1 +p), y-(1-P), I, 1} et respectivement 58 | 58,
glB || B8 ||

, il se peut que M ne soit pas diagonalisable dans I :
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BB,

9
Les traces des directions propres sur les 3 derniéres coordonnées ont pour direction B et
2 autres vecteurs +Les 3 direction sont perpendiculaire 2 a 2.

y ¥ 0 0

W 0 X

M'= a les mémes valueurs propres que M .
0 0
0 1

S N

/4
0
0
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Démonstrations :
Lemme 0 :

Les matrices de Lorentg forment un sous — groupe L du groupe GL, ( ).
Démonstration :
Soit M, N 2 matrices de Lorentz : 'MGM =G , 'NGN=G

Comme det( t]WGM) =det(G) = detz(M) =] # 0, M est donc inversible .
1d o €51 Une matrice de Lorentz donc L # &,

t(MN) G(MN) = tN( tMGM)N= 'NGN = G donc L stable pour la composition ,
-1 g\
'MGM =G = G= (tM) GM ! = (M 1) GM ! et L est stable pour l'inversion .
Lemme 1 :

Soit X € R tel que XX =1 .Soit N la matrice définie par :
@ étant la matrice nullede M (),
n—1 n—1
0 X
N= .Onaalors Vaa € R:

X ©
n—1

ch( a) sh(a)tX
sh (@)X (Idm _,t(en(a) -1 )X’X)

est une matrice de M ([R) de Lorentz de déterminant égala 1 .
n

M=exp(aN) =

Démonstration :

1 0
Ona N’ = -1 X'y en notant 0"~ la colonne nulle d'ordre n — 1,
puisque XX=1ct ona N°=N.

En remarquant que pour toute matrice carrée A et tout & € R,
+ aZn +1 + 2n

+ co
A" a
A) = — , sh = ———— , ch =
exp(A) ,é;n! sh(@) ,% Znrns 0 M) < (2n)!
ZNZ 3N 4N2
(94 (94 a
donc exp(aN)—Idm+aN+ Y, + 3/ + 4/ Feveene +
2p—1 2p 2
4 a’ N _/_apN 4
2p—1)! (2p) T omm———

=1d_ +sh ()N + (ch( @) -1 )N .

Vérifions que M est bien de Lorentz :'"MGM =G ?
On remarque que M est symétrique :
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ch( ) sh(a)X || 1 ‘0
sh (o)X (Idm _,t(en(a) -1 )X’X) 0 o
ch( a) - sh ()X
| sh (@)X (Hdy, _, + (eh( @) -1)XX) “
ch( o) -sh(a)’X_
sh (@)X —(Id _,*(eh(a) -1 )X’X) [
[en( @) sh (@)X,
[(sn (@)X (1, +(en(a) -1 )th)”

a

.Calculons a, b, ¢, d .

c

a= chz( a) —Shz(a)tXX =1, car XX =1.

b=ch( a) sh(a)X - sh(a)X (Idm_1+(ch( )-I)X’X)
a)(ch( @) -1)%xxX
a)ch( a)'X +sh (o)X =0,

=ch( a) sh(a)X - sh(a)X - sh(
=ch(a) sh(a)X - sh(a)X - sh(

c=ch( @) sh(a)X - (ld ,+(eh( @) -1 )X’X)sh(a)x

=ch(a) sh(a)X- sh(a)X - sh(a) (ch( @) -1)X=0,

2

d=sh’ () XX - (Id +(ch( @) -1 )X’X) or:

(Id + (ch( ) -1 )X’X) (Id

1 + (ch( ) —I)X’X)

=1 +(ch(@) -1)XX +(ch( @) -1)XX +(ch( @) -1 )’ XX XX,
on remarque comme Xx=1:XxxX)'Xx =XXx (association du produit matriciel) ,
et (ch( @) 1) =ch’( @) —2¢h( @) +1
=, +(2(ch( @) -1) +ci’( @) —2ch( @) +1)X'X
=1Id +(ch( @) —1)X'X =1d +sh’( ) X'X

fn — 1 fn — 1
finalement :

s’ (a) XX - (Idm _, *(ch(a) -1 )X’X)Zz—ldm -
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5 a b 1 ‘0
onc =
¢ d 0 —Idm .,
et M est bien de Lorentz, .
Une autre démonstration possible est de calculer :
ch( «) sh (a)X || 1 0
exp(aN)G = t
- 0 -1d
sh (o)X (Idm _,t(en(a) -1 )XX) o — 1
ch( a) -sh (&) X
= P et
sh (o)X - (Idm _, 1t (en(a) -1 )XX)
1 0 ch( o) -sh (o) X
Gexp( -aN) =
0 d -sh ()X (Idm _, *(eh(a) -1 )X’X)
ch( o) -sh (&) X
- t
sh (o)X - (Idm _, 1t (en(a) -1 )XX)

donc exp( a&N) G=Gexp( -aN) = exp(aN)Gexp(aN) =G
comme M=exp(aN) est symétrique ‘MGM =G et M est de Lorents .
Pour une troisieme démonstration voir : J.M. Souriau : Calcul linéaire .PUF .

Montrons rapidement que det(exp(A)) =" pourA €M, (F) :

Considérons A comme élément de M, ( C). A est alors trigonalisable et peut s'‘écrire :

A=P'BPavecB triangulaire supérieur dont la diagonale est composée
des valeurs propres /ll. de A.

en s'appuyant sur la définition de l'exponentielle on peut écrire : exp(A) =P _Iexp(B )P.
En développant exp(B) en série et en remarquant que B triangulaire supérieur V' k > 1.
A

Alors exp(B) a pour diagonale les e i

I
.

D'ou det(exp(A)) =det(exp(B)) = [ Je ' =e

i

Comme aN est de trace nulle det(exp( aN) ) =1 .

A
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Lemme 2 :
Si M est une matrice de Lorentz dont la premiére colonne K, est

dela forme:K, =t( a,0,..., 0) alors M est de la forme :

t
£ Q . t t
M= oue=2£1,0=(0,0,0), 2Q2=1Id (1).
0 Q B =1

Réciproquement toute matrice de cette forme (1) est de Lorentz

t
) o L t
Soit M= avecCEM(ﬂ\?),L=(ll,lz,ls) .
0 C 3

Démonstration :
Comme( tMG)M=G ona:

a 0 a 'L
G=

L -C 0 C

2
o a'L

al. L'L -'cC

par identification ¢=41, L =0, 'CC =Idm
Réciproquement si (1)est verifié :

4 1 t 1

'MGM = £ ! R !
_I -

0 ‘0 0 dm—l 0 @ -1

Lemme 3 :
Toute matrice carrée symétrique A d'ordren > 1, a coefficients réels , est diagonalisable .
Deplus les sous — espaces propres de A sont orthogonaux 2 a 2 .

On peut donc écrire que A =PD'P avec P matrice orthogonale, D matrice diagonale.

Démonstration : (cf +J. Grifone ." Algebre Linéaire" . Cépadues éditions 2002)

. _ Ly —
Onnote, si A= (ai’j)i=1,n;j=l,n alors A= (aj’i)i=1,n;j=1,n

et si A est symétrique ‘A=A

(a)Montrons que toute valeur propre de A est réelle .

On peut considérer A comme un opérateur de O* dans O* et
P ,(X)le polynome caractéristique de A .Comme

polynome sur C, il admet au moins une racine A , montrons

que cette racine est reelle .Soit X = (xl s Xypesees xn) #0,

le vecteur propre associé a A.

Comme A est symétrique on a , en notant A et X les conjugués de A et X dans C:
“ax ))_( ='XAX puisque A est symétrique .D'autre part AX =AX d'ou :
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comme A est réelle AX =Z;(, il vient t( ZX))_( = XAX clest a dire que :

n

n
22\x|P =2 x,|? doid=7.
i=1 i=1

Comme AX=AX = AX=TX = AX=AX = A(X +X) =A(X +X)
on peut donc associer un vecteur propreréel a A .Ou plus simplement remarquer que

A est aussi valeur propre de A comme opérateur de " dans lui — méme.
Cela implique que tout endomorphisme f, d'un espace vectoriel réel E de dimension n
dans lui — méme, symétrique , admet au moins une valeur propre réelle A

et un vecteur propre réel x associé . f(x) =Ax.
Rappel : fest dite symétrique si{f(x),y)=(xf(y)) Vx €E ,Vy €E <,> étant
le produit scalaire euclidiende E .
(b)Montrons par récurrence sur n, dimension de E ,
qu 'il existe une base de n vecteurs propres réels orthogonaux 2 a 2 ,
pour tout endomorphisme symétrique fd'un espace vectoriel réel E
de dimension n dans lui — méme .

Sin=1ilny arien a démontrer puique dans ce cas f=A.
Supposons que la propriété soit vraie au rangn — 1 :

Pour tout endomorphisme symétrique f d'un espace vectoriel réel E
de dimension n — 1 dans lui — méme, il existe une basede n — 1

vecteurs propres réels, orthogonaux 2 a 2 .
Montrons qu‘elle est vraie au rang n .

On vient de montrer qu il existe A etx valeur propre réelle
et vecteur propre réel associé pour f endomorphisme symétrique
d'un espace vectoriel réel E de dimension n , n quelconque .
Considérons le couple (x, A) associé a E de dimension n .
Considérons dans E, H= (x ") I'hyperplan orthogonal de x dans E ,
de dimension n — 1.
Montrons que fest stable sur H :
Soity un vecteur de H : (f(y), x) ={(y, f(x)) =A(x,y) =0 donc f(y) est orthogonal a x .
Soity etz 2 vecteurs de H, comme ils sont aussi vecteurs de E on a aussi {f(z),y) =(5 f(»))

et la restriction de fa H est aussi symétrique .
Comme H est de dimension n — 1, ['hypothese de récurrence s'applique : il existe une base

de vecteurs propres, dans H , pour la restrictionde f a H : x,, ....... , X, orthogonaux 2 a2 .
Alors X, X5, cereees , X, est une base de n vecteurs propres réels de [ dansE :
festdiagonalisable .Comme H est orthogonal a x , alors x,, ....... , X, sont orthogonaux a x .

. » aprés normalisation , forment une base orthonormée de

vecteurs propres .Soit B une basede E , A la matrice qui représente f dans B,
P la matrice composée de colonnes représentant successivement les composantes des

b % S , X, , D la matrice diagonale composée des valeurs propres A et /?,l. associées a

b % S » X, . Onadonc A =pppP’! de plus P est une matrice orthogonale

etdonc P ="P.
(Pour d'autres démonstrations consulter J. M. Monier Algebre 2 Dunod 1997 par exemple) .
Remarque : La propriété est fausse si les coefficients de la matrice sont des nombres
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2 i

complexes .Considérons : A= | 0
i

Son polynéme caractéristique est X -2Xx+1= (X —1 )2 .
Si la matrice A était diagonalisable , elle serait semblable a la matrice unité .

Lemme 4 : (cf -J - M. Monier."Algebre 2". Dunod 1997)

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur [g

Soit fetg 2 endomorphismes symétriques de E qui commutent : fog=g of

alors il existe une méme base de vecteurs propres dans laquelle fet g se diagonalisent .
Démonstration :

Puisque fet g sont symétriques ils se diagonalise chacun dans une base orthonormée de

les espaces propres correspondants .Montrons que E st stable par g :
i

Soit x EEA_ cf(x) =llx alorsf(g(x)) =g(f(x)) =ll.g(x) ,
ou bieng(x) =0 ou bieng(x) # 0 et g(x) est valeur propre f
etdansles 2 casg(x) € E, donc g(Eﬂ) <E,.

i i i

On peut définir g /E,1 :E 2" E A telque g ,,  soit un endomorphisme symétrique
l l
i i
donc il existe une base B ortonormée de E , constituée de vecteurs propres de f
l .
l
qui diagonalisent g ,p,

i
D p
Comme @ E, =E, U B =R basede E composée de vecteurs propres de fet g qui
i=1 i i=1 !

l

diagonalisent fet g .
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Lemme35 :

(¢f *R. Mneimé, F. Testard "Introduction a la théorie des groupes de Lie classiques ".

Hermann Paris 1986 ,p 18)
Soit M une matrice inversible a coefficients réels alors il existe un couple unique de matrice

O orthogonale et S symétrique définie positive telles que M= OS .
Démonstration :
Existence :
t
MM est une matrice symétrique définie positive car ( MM ) ='MM,
det( tMM) = (det(M) )2 > 0 car # 0, M étant une matrice inversible ,
de plus X'MMX = | MX || 2 = 0 avec || - || norme euclidienne ,
"MM étant symétrique, elle est diagonalisable +Si A est une valeur propre de MM,
elle est différente de 0, M étant une matrice inversible et soit X P

un vecteur propre associé on et si A < 0 on aurait || MX || 2 =tXﬂ tMMX/1 =}fX/1 X, <0,

ce qui est impossible, donc on peut écrire :

A, 0
t _ \ -1 trh_ -1
MM =0, N O, avecA, >0 car 0=0".
0 A,
| 4, 0
o \ -1 _ -1,
Soit § =0, \ 0, , Sestdelaforme S=0,D O, ,
0 | 4,

t . B
S est symétrique : ‘s="0 11 D tOI =0,D 011 =8 et S est définie positive .
Soit 0=MS"" .Montrons que O est orthogonale :

-1
Ona t0=t(S_1 )'M = (tS) M=5"1"M Donc:

00=8"1 ("Mm) s =

0,0,
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-1

0,'0 0
1 ™~1 \ 1
-1
0 ()
=1d,,
donc O et S répondent a la question .
Unicité :

Soit P un polynéme tel que P(ﬂi> =/ A, pouri=1I,..,p

par exemple le polynéme d ’interpolation de Lagrange pour la fonction sur R+ : f(x)

2SR G

—Jx,

Po(x—A
car ]7 u—lszx =Aet=0six= ﬂ#/?,
j=1,j¢i(/1 /1)
A, 0
t \ -1
P('MM) =P| 0, . 0,
0 A,
2, 0
\ -1
=0,P . 0;,'=s
0 A,

Si M=0S alors'M=S0"" et ' MM =S5’
soit 8, une autre matrice symétrique , définie positive et O, une autre matrice orthogonale

telle que M=0,S; alors comme précédemment S, ="M .

Calculons A\ tMM=S1 S12 =S, ZSI =tJWMS1 donc S, commute avec '™ M et

commute donc avec P( MM ) et donc avec S .Donc S et S sont diagonalisables
dans une méme base (lemme 4).Leurs valeurs propres sont positive non nulles de méme

carré car §, 2 ="M M=S? donc elles sont égalesetS; =S etdonc 0=0,.
Remarque : "définie positive" est indispensable pour avoir ['unicité :
10 1 011 0 1 0 1 0
01_101 01 0-1‘0-1

Corollaire :
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Soit M une matrice inversible a coefficients réels alors il existe un couple unique de matrice
0, orthogonale et S, symétrique définie positive telles que M = S,0, .

Deplus S, et S définie au lemme précédent verifient S, =MSM T

Démonstration : (F.R. Gantmacher."Théorie des matrices " < Edition J « Gabay 1990.)
Existence :

On considére N=M "1 = O\ Sy de maniere unique d'aprés le lemme 3,
Mo -1 t -1

Sy ¢tant symétrique définie positive (SN ) = ( SN) =Sy

donc S&Iest aussi symétrique donc diagonalisable .

Soitx # 0 un vecteur propre de SJ;,I et A # 0 la valeur propre associée :

ona x =SN-S];,1 x=8y-Ax etdonc S];,Ix est vecteur propre de Sy, ,
etu= 71 est valeur propre de Sy, donc A > 0 et S];,I est symétrique définie positive.

Comme Oy, étant orthogonale tON = OZ_VI , 01;,1 est aussi orthogonale .

. P B
On peut donc écrire M=Sy, Oy .

On peut aussi considérer N'= '™ = O\ Sy, et donc M=tSN,t0N, =SN,tON, =SN,0_1, .
Uniciteé :

Supposons que M=0S =0'S" avec S # 8" on aura par exemple M ' =01 =5""0""",
Des équivalences ((S=S8") < (S_I =S'_1) ) = ((§ =8 < (S_I #S'_I) )

on en deéduirait que M T aurait 2 decompositions différentes ce qui est contraire au lemme 5,
donc la décomposition M = OS est bien unique .

Supposons maintenant que grdce a ce qui précéde on ait M= 0S =S§,0, on en en déduit que
‘MM=S etM'M=5",.

Verifions d'abord que "MM et M'M ont mémes valeurs propres :
MM étant symétrique , elle est diagonalisable dans une base orthormée de vecteurs propres :
(XI, X, ., Xn) associées au valeurs propres }“1’ 22, .y ﬂn avec ﬂi >0,Vi.

Onasi ‘MMX, =AX; et donc X;'MMX, ='(MX;) (MX,) ='X; (X, ) =40,

l

ce qui implique que t(]lﬂ(l ) (]lﬂ(l) = ||]‘4Xl ||2 =ﬂl. > 0 et comme

MM (MX;) =M( tMMXi ) = ﬂ.i(MXl. ) A, est bien valeur propre de MM

avec MX; comme vecteur propre ( # 0) associé .

Onavu que S=£2, Q
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On a aussi vu que M =S, tOt =8,0,.Comme "MM et M'M ont mémes valeurs propres :
M M

§,=5, = (M) (M2,) ™" etdonc s, =Msm ™"

On peut remarquer que si M = 0S =S,0, d'une maniere unique , on peut écrire que OS = (0s'0)o
=50,

d'oi10,=0 et §;=050.

Pour une autre démonstration de ces formules voir :

(J — B .Hiriart - Urruty, Y.Plusquellec."Exercices Algebre linéaire" - Cepadues éditions 1988 )

Cas ou M n'est pas inversible :

(R. Mneimé, F. Testard "Introduction a la théorie des groupes de Lie classiques ".
Hermann Paris 1986 , p 19)

On remarque tout d'abord que GL, () est dense dans M, ( F) :

SoitM €M, (FR), 2.0 =min ( |/1l.| / ’?’i valeur propre de M ) et considérons les matrices inversibles
M —Ald,, , avec0 <A < A,, qui tendent vers M lorsque A — 0.

On peut donc considérer une suite( Ml) de matrice inversibles qui tend vers M.

Dapreés ce qui précede M; = OS; avec O, orthonormale et S; symétrique .

Onremarque O, (K) = {0 | O orthormale Yest compact dans M, (FR) :
1 1

Si0 € 0,(R) et plerayonspectral || 0|, =p2 (dO) =p2 (Idm) =\/7,
donc est borné dans M, ([R) .D‘autre part soit ®: M — M tM définie sur M, (),
-1
qui est une application continue dans M, () et on remarque que @ (Id m) =0, ()

n
par définition méme d ‘une matrice orthormale .Donc O, () est fermé dans M, ()

et donc compact .

De la suite des ( Ol.) on peut donc extraire une sous — suite convergente (Ol. ) convergente
k

vers la matrice O qui est orthonormale car O, () est fermé dans M, (/) .

On en déduit que la suite de terme général S; = tOi M; est convergente
k k k

vers une matrice S symétrique (considérer les composantes) et
M=0S avec les propriétés requises.
Puisque O est inversible le rang de S est égal au rang de M, que l'on suppose inférieur
strictement a n.0 n'est déteminé par M que sur l'image de S d'ou l'impossibilité de démontrer l'unicite.
Remarque : L'identite est le seul opérateur a la fois symétrique défini positif et orthormal .
11 suffit d'écrire : si A ="A , A définie positif et'AA =Id = A’=Id orld=Id - 1d, si A # Id
cela impligerait que Id a 2 décompositions différentes .

Théoreme 1 :
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Toute matrice M de Lorentz peut se mettre sous la forme :

£ 0
M=exp(aN) - ona €ER, e=*+1,
0 02

0 t)( n—1 t !
N= ,avecX € R telque : XX=1, .Q.Q=Idm _7
X (0]

Cette décomposition est unique .

Soit M une matrice de Lorentz M= (mi’ j) et M, la premiere colonnede M.
SiM, = (m; ;) alors :

MGM;=m; [ -m, S —-m, =G, =1
On peut poser tM]= (B Y) avec f=m; et 'y = (my gseesmy ).
Onadoncﬂz - 'YY=1 donc|B| > 1.0npeutposer B=e-ch(a) avec
e=tleta€celk.
Deplus 'YY = ﬂz —1 =sh2(a) .

Si o # 0 posons X=L, ona XX=1.
esh(a)

Sia=0 ona 'M,=(50,0,0).

Dans tous les cas tMI =e(ch(a), sh(a)X) avec’ XX =1.

0 X
X (0]

On remarque que exp( - &N) -M est une matrice de Lorentz puisque M et
exp( -aN) lesont .Calculons la premiére colonne K ; de ce produit :

M; est la premiére colonne de €-exp( aN) avec N=

ch( a) (sh(-a))Xx

K1= 'M1

(sh (-a))X 1 + (ch( @) -1)X'X

En remarquant que XX =1, chz( a) - shZ( a) =1, etque
(Idm + (ch( @) -1)XX ) X=ch( @)X car(XX)X=X('XX)
on obtient : tKI =(&,0,..,0).0Onpeutalors appliquer le lemme 2 :

£ 0

M=exp(aN) - .
0 Q0

aN étant une matrice symétrique , donc diagonalisable : aN = ‘PDP , P étant
orthogonale , et donc exp( aN) =exp('PDP) ="Pexp(D)P et

exp( aN) est symétrique définie positive +On a donc décomposé M en un produit
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d'une matrice définie positive et d 'une matrice orthogonale <1l suffit d'appliquer
le corollaire du lemme 5 pour avoir ['unicité .
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Lemme 6 :

En reprenant les notations précédentes on a :

/4 .8 - > - N
exp(aN) = R avec [}ﬁ]lescoordonnéesde W, p=th(x)X,
Bl c
0 X
N=| & o y=ch( @)
72 ﬂz 72 72
1+ B B.p
(1+y)" " (+y) "7 (1+y)" "7
}/2 }/2 ﬂz }/2 7
c=| —4— 1+—— — et y=—— .
T VI LN T R 7
72 72 72 ﬂz
L —p —Lpp, 1+ T
T I T L R T L
Démonstration :
1 0
On remarque d'abord que W'=W'donc W=exp(aN)W'.
On est ramenéa : _
o 1
1
ch( @) sh(a)X || 4 B
t'= t
sh ()X (Idm+(ch(a) —I)X’X) 0 B,
0
0] | B
1 ch( a)

cela entraine que t =t' etdonct=ch( a)t'd'ou :
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1] ] (e
| || (@)B=sh(a)%
chl o = pourt'#0 = ch( a)p=sh(ax)X ,
ﬂz sh (a)X2 ﬂ
B, sh () X;
> s o2 B ) -2
donc B=th(a)X = B =th"( ) puisque X =1.
-2
Onpose =\ B et y=
>2
1-p
2 1 2 1 1 2
Commel —th"(x) = =ch'( a) = = =Y,
(@) ch’( @) (@)= —a’(e) ;.4

commech( @) >1 y=ch( &);:commesh’ (@) =ch’( @) —1 =}/2 —1
1 2
1-8 1-f
Enrésuméona y=ch( «) , }/Z,BZZShZ (a), ,B2=th2(a) .

D'autre part : 2ﬂ2
22 2 PN 4 (1) = B
rE=y —1=(r+0)(y=1) = /75 =(r=1) =eh( @) =1
88) (BB
etXinZ tiz(;)) = <ﬁ21) donc
2 2
B ¥ (BB) & . L
(ch( @) I)XfXj— (1 +7) ’32] = (1 +7) ,Blﬂj,cequzpermetdecrlreque.
| 72 72 72 |
AT L
2 2 2
el o) -1 x| 7 y y _
1d_ +(ch( @) -1)XX (Iﬂl)ﬂzﬂ] 1+(1+;/)ﬂ22 (1+y),32p3 c
2 2 2
/4 /4 Y
T T et
Comme sh (o) X, = h (@), =ch( a)f,= B, on a finalement :

" th(a)
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t[—>

V4 - -

exp(aN) = N avec [}ﬁ ] les coordonnées de yf .
Bl c
-> -
On remarque que l'inverse de exp( aN) est exp( - aN) , il suffit de remplacer 8 par - 8
pour obtenir l'inverse en remarquant que yet C sont inchangés .
-> > ;/

Si B//i alors un seul terme de C est non nul : 1 + —,BZI

, (1+7)

r 2
=(1+7)+7ﬂ> _Atrty =1
(1 +7) (1 +7)
AT
2
y —1= 52 1 5z VB
I =p I -p
2 2 j 2
Remarque : (1) Comme ;/ﬂ2=}/ — 1 on peut remplacer é; + (1 + ﬂﬁ paré’ + Y — 1
¥)
6 222 y (r—1)
dans l'évaluation de Id _ + (ch( &) -1 )X'X car;/ﬂ2=y -1« = .
» (1+7) Vi 4

2)y(1+B)=y+ (7)2—1 car:
2 1

1-(p)’= Zﬁ(ﬂ)2=1—12*=>ﬂ=/ !
(7) () (7)’

pone —1E i [ (y v+ (v

2
1-(p)
1 1+p 2
< —lIn =n\y+ —1);
3 [I—ﬂ] (r+d () )
et on retrouve que argth( ) =argcosh(y) =a car y=ch( o) et f=th(x).
A E 0
(3)Maintenant on va évaluer 2 =
0 0
Evaluationde e=+1 :
Comme
A t[ y ] 0
£ vE
W=MW '=exp(aN) QW '= 4 » w'=
(8] c 0« (18]
w e\

avectW=t(ct, tV,tV, tV3) L wr= t(ct', 0,0,0) .Onendéduitque t=g-yt'.
Doncsi €=-1, il y aurait un renversement du temps .

112

Q2

Y

4

WV
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Par la suite on suppose que €=+ 1.

Reste a évaluer £2 .Remarquons tout d'‘abord que si M est symétrique £2=Id

A
carM=8Q =M1d, avecS symétrique definie positive , par unicité de la décomposition £2= Id .

Pour le cas général évaluons d'abord directement un cas particulier .
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Lemme 7 :
> — — —
Dans le cas ou l'observateur O constate que  V/0x/0'x', Oy/0'', 0z/0%'

la transformation linéaire M de (0, 174 0) dans (O, 174 0,) a pour composante orthogonale

y ¥ 0 0
A 0 0
Q=Id_etMsécrit M=| ¥y 0 0 |avecT= )
Rt 0 0
T I,
Démonstration :

Sin=2 (espace physique a 1 dimension ) et €= 1(sans retournement de temps),
on peut evaluer directement M :

commedet(t.Q.Q=1 ) Q=+1.
> y vp y vp y -vp
CommeA(ﬁ)= M= ou M=
vB v vB v vB v
On obtient :
ct=y-(ct'+ f-x') ,x=y-(B-c-t'+x') dans le premier cas et
ct=y-(ct'-B-x") ,x=y-(B-c-t'-x") dans le second (retournement d'espace).
En particulier dans le premier cas si O'mesure 1'=x'p-x"', la distanceentre
2 points A et B, il évalue x 'getx ', au mémetempst, =ty ".
O mesurera x g -X 4 }/( —X 'A) «Maintenant si on considere le casn =4
— —>

et si V c-f-i // Ox//0'x'de méme sens, tout vecteur Worthogonal a V
H
pour O le sera pour O ' car pour O H Pr—> W) H =0 et donc de méme pour O'.

> —> - - - —
Dans ce cas les 2 bases spatiales (l Jj.k )et (i 'Wj'y k ') seront orthogonales

(mais pas orthormales) pour O et O'.
_) )
O et O' peuvent faire en sorte que les 2 bases soient telles que Oy//O'y' de méme sens
— —

et 0z/0%' de méme sens, dans ce cas M s'écrit sous la forme

y W 00
~ ~ 0 0
M=M'.Q=|¥W v 0 0 |-0 avecﬂ=ﬂx, 7= 0 0 et
r ld,
~ 1 0
2= ou L2 est une matrice orthogonale d'ordre 3 .
] 1 0 0 0 o
y vB 00 0 0
0 w (/) [7)
. ~ 22 Y93 "4 7 0
sim=| YP 7 00 o XI=| | x2=
0 0 1 0 0 w,, 0,; @, 0 1
0 0
0 0 0 1 ] 0 a)4, 2 604’ 3 604’ 4 . .

et X3 =

NS O




000047

on a comme.
vB o, , vB o, v o, ,
~ 7@, , ~ 7@, ; ~ 7@, 4
M'QXI = ST M'QX2 = etM' QX3 =
@; , @; ; @, 4
@Dy 2 @y 3 @,
— — - — - —

et Ox//0'x"de mémesens, Oy/0'y'de mémesens,, 0z/0'z'de méme sens :

Y, , y) Y@, ; 0 Yo, 4 0
@, (=10, &; |=|u|,| @, |= 0 |avec A, u, vpositifs d'ou :
w4, 2 0 a)4, 3 0 w4, 4 Y
1 0 0 0
~ 0 @, , 0 0
“ o 0w, 0
0 0 0 @, ,
t 2
Comme .?2 est orthogonal , symétrique : (22) .?2 = ( .?2) =1d,

~

et les sens étant conservés 2 = Id et

Onremarque que A=Yy et 4= v=1 :invariance des vecteurs orthogonaux au mouvement .

y vB 00

. 0 0 ~
Réciproquement si M = vB v avec B > 0, M est symétrique donc 2 = Id 1

0 0 10

0 0 01

5> —> — >
[/

R |
etM=A(B) dioi:V=c-B-i 7/ Ox /O’

~-4

-> > —
Donc les matrices de Lorentz qui laissent invariants i
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y vB 00
. 0 0
sont bien de la forme: M= vB v .
0 0 10
0 01
Remarque :
Tout calcul fait on a :
Z Lz, Z oz,
y B 00 2 2 71 +p) 0 0 0 2 2
0 0 0 1-B) 0 0
0 0 1 0 2 2 0 0o 10 2 2
0 0 0 I 0 0 10 0 0 0 1 0 010
0 0 01 0 0 0 1

Donc les valeurs propres de M ' sont y-(1 + ), y-(1-8) , 1.
En se servant des remarques du lemme 6 on a :

v (I +p8)= ;:Lz etdonc que y-(1-8) = | %

1
Deplus lln ( 7 il J = argth(B) =a , les valeurs propres de M' peuvent s'écrire :

2

ﬂ#}x ln ﬂ =% I'ﬂ —ex -in 1'/';6 —e %,
J1-p ”(Zl[z—ﬂ)) STy ”[ 2’(1—/3]) ot

Lemme 8 :

—_ — >

_)
(I)Dans le cas ou les observateurs O et O'constate que Ox/0'x', Oy/ O/'(v " 0z/0'7'

ets'ilnly a pas retournement du temps, la partie orthogonale de M vérifie 2 =1d,.

(2)S8i une matrice de Lorentz M ne conserve pas le parallélisme des vecteurs de base spatiaux ,
_)
ets 'z&n Y a pas retournement du temps alors M s'écrira sous la forme M =A( B ) Q2

ou £2 est une matrice orthogonale produit de 3 rotations explicitées lors de la démonstration .

Démonstration :

e M - o5 5 >
(1)Considerons le shéma suivant : .6’( T, i,J, k) — .6"( Thi',j', k')
P JP
TPV M, o (BRI
.6’1(7,t1,]1,k1> Ql(r,tl,jl,kl)
e
ﬁ’( T, 1,], k) est une base spatio — temporelle associé a l'observateur O .
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e e
74 '( i j' k ') est une base spatio — temporelle associé a l'observateur O'.
%

O’ a une vitesse uniforme V par rapporta O.
—

ﬁ
Contrairement au lemme précédent V n'est pas forcéement paralléle a la composante spatiale de i
= > e e

mais par contre la composante spatiale de i reste parallele a celle de i', de méme pour j etj' et k et k'
malgré le mouvement de O ' pour les 2 observateurs .

S5 > >

ﬁ’l( T, 0, kl)est une autre base associée a O obtenue par une rotation R des composantes
> > > 1 0

spatiales de i, jet k -Onpose P= 0 R

- La rotation est choisie pour que la composante spatiale de
9
i ;soit paralléle a cellede V' +On remarque que P est une matrice (orthogonale )de Lorentz .

Soit donc P=P( B, @1) la matrice orthogonale de changement de base laissant le temps invariant et
> > > > > >

transformant ( i, j, k) en (il s ip kl).

Considérons B', défini par P =Pass(_6’ ! _6"1) « Puisque la composante spatiale de
- -
i est parallele a celle de i’,
> 5> S5 -

de nl)éme pourjetj'etk et_l)c ' la méme rotation R donnera la composante spatiale

i; parallele a cellede i,

> > > - — -
de mémepour jetj' etk etk' , avecen plus la composane spatialede i', paralléle a cellede V.
y vB 00
g 0 0
Soit M '== vB y est la matrice de Lorentz de passagede B a B, :
0 0 10 !
0 0 0 1
. ) ] ’ >, A
M="PM'P ou M'=PM'P etcomme/{ll est de Lorentz, elle est de laformeM=A(,B) Q.
_)

_)
5ar construction M’ =P(A( B ) 0 )tP , d'aprés le lemme 6 A( B ) est symétrique , définie positive
2 estorthogonal et cela d'une maniere u/;(fzique *Deplus M 'est symétrique, définie positive(lemme 7)
- -
et on peut toujours écrire M '=P(A<ﬂ) .Q) P= (/I(’A(ﬁ)tl’) ( PQ’P).
ﬁ
On remarque que PA( B ) P est symétrique et que PQ'Pest orthogonal car
‘oA A t
( PQ P) ( P.QP) =ld_carP' P=Id, .

A
Enrésumé:M'=M'- Id = (PA(B)P)( P2'P).
A
Par unicité de la décomposition PP =1d etM'= (tPA(,_B))P) )
A
On en déduit que £2=1d,, donc M' = PA(,_B))tP=PMtP

Ona donc:
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/4 7B,
}/2
w, 1+ mﬂzl
M= 7
78, mﬂzﬂl
2
Y
B e

75,

2

Y
(1+7) PP

1+

2
/4

(1 +y)

2

g,

L)ﬂjﬂz

(1+y

1+

75,

2

_r .5,

(1 +7y)

}/2
(1+7) 7P

2
/4

(1 +7)

=PM'P,

g

ou P est une matrice orthogonale , M a donc les mémes valeurs propres que M .

(2)Maintenant consideérons le cas général ou la matrice de Lorentz M = Pass( %, B') transforme
5 > > > > > > >

les vecteurs < T, i, j/,(k) en les vecteurs (T', i'j', k ').
e d

Ms’écritM=A(,B) Q.
(3)Considérons le shéma suivant :

225, .8) M (k)
/0

> 5 5 >

P \[ gux](rr’ i']’j']’ k!])
IR
-
50 o > A1<ﬂ) 5> 5 — —
B (i ipk;) ——— AN I TA

1 0 N I_;

ou P= 0 O avec £, est la rotation qui améne la partie spatialede i en ~—
» 1]
1 0 . ?/,
0= 0 O avec .QQ est la rotation qui amene la partie spatialede i’ en —
0 1l
I 0 - —
R= 0 @, avec $2, est la rotation qui aligne les parties spatiales de j'; etk',
> >
sur celledej, et k; ,
y vB 00
> 8 0 0 [
v 4
AI(,B)= avecﬂ=H;H.
0 0 10
0 0 0 1

Ona M="0R Al(z) P= (tQR AI(,_B))RQ)tQIRP or d'une maniere généraleM=A(,_B)) ©
-

avec A( B ) matrice symétrique et @ matrice orthogonale et cela d une maniere unique .

’
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- -
Par identification 'O'R AI(,B)RQ =A(,B) et O="0RP.
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Lemme 9 :

-
Soit M = A(ﬁ ) une matrice de Lorentz symétrique .
—

Si on pose X=MX ' avec X=t(ct, [7]) , [_r)] les coordonnées du vecteur 7 =0P ,

t -
position d'un point P dans un espace a 3 dimensions , de méme X '= (ct', [r'])
on a l'équivalence :

-> -> -
X=MX"'< |ct=y(ct'+ B -7),7=r'+;ﬁ(Tyﬂ or +ct'j .
/4
Démonstration :
Y B, 1, 1,
2,2 2 2
ot P 7 B, Y BB, Y BB, off
I y+1 y+1 y+1 ,
1 1
X=MX" — 2 2. 2 2 ,
T ” Y BB, . Y B, ¥ BB, '
2 oyt y+1 y+1 ,
I3 I3
2 2 2
5 TBA TBA V8,
T y+1 y+1 y+1
il suffit alors de faire le produit matriciel .
Lemme 10 :
Loi de transformation des vitesses et des accélérations :
- —
—_— > [
Sion pose V(t) = % et V'(t') = dtr' ona:
—’ V!
) + ,B —('BI " ) +c]
(1) 7
_)
y( b5
- g —
, _dv(e) av'(t’ .
Sion pose A(t) ot et A'(t) = g’ ona:
Ty o LEEAW) (B1'0) .[VM +7.71[ y (BV'(r7) +‘JJ
- 1+y ¢ 1+y
A = 37, 2~ 27, 3
72[ E (t')] 7 (1 . (t')]
Démonstration :

>

-
De ct= }/( ct'+ ,Br') implique que cdt = }/( cdt' + ,B.dr') et donc que
ﬁ

dt ,B dr'
=y|1+E£
dt' }/[ * c ] ’
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S5 > o y >
etr =r'+y3 ct'+—(ﬂ.r'> implique que :
(1+7)
- - - R %—é N ;
dr _ dt dr _dr ar
a " ar a a5y ('B‘ dt')d(’”
dr' ( r')
N +yB| e +—"—| B
dr _ ”B[ (147 P ar ]
dt ,_B) - ’
dr'
1 I
}/( * c dt'J

ona, endérivant:

> [ > d —
d _, 7 ﬂ(ﬂ(? V'(")]J - - [ y(@vie) B -
E, o V) F Lty Vit + Lry +e (7J(—, V'(t)]]
a - N i Y
72[1 * ﬂT(t')] 72(1 * ﬂT(t')J
o PREAw)  (Raw) [e - [ 7(BV) J
At + (t) + +c
- 1+y ¢ 1+y
A1) = 27, 7 2;7' 3
72[1+ - (t')] 72[1+ - (t'))
-2
T S . AB) _,
Dans le cas particulier ou B ,th , en se rappelant toujours que P =1 -y,
/4
on peut calculer A, A ¥ A, plus simplement :
2 2
}, ﬂzxAx' ﬁx er ﬂxAerxr },ﬁ?xAerxr
A +— 1+ — +95 A,
1+y c ¢ c(I+7) *
A, 3
2 ﬂx Vx' ]
1
y |1+
’ 2
A+ yAXﬂxVX ’BxAx'Vx' 7'3ng"'er }ﬂz A’
IASAN: ¢ eliry) P
B 3
2 ﬁx Vx' J
1+
/4 { ¢
ALV
yA 4+ (r=1+U=p-FA A y(1-5]) a;
= 3 = 3 = 3
BV’ BV, BV’
y1+ rli+—, rl1+
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BV’ BAW BA V' AWV B.
A1+ = | - g A'+_[A'V'—A'V]
y C c y c c
Ay: 3 = 3 = 3 s
BV’ sV’ BV’
P+ P+ pl+—
de mémepour 4, .
B.
A’ A'+— AV =AW A AV =
Enrésumé :4 = = LA = A =
. 34, 3 . 3
ﬂVV ﬂV' ﬂV'
Plr+—" 71+ 71+

Formules obtenues directement dans J < Ph «Pérez ." Relativité et invariance "Dunod 2011 p 74

Lemme 11 :

_)

Lorsque M est de la forme M = A( B )P , il se peut que M ne soit pas diagonalisable dans I :
-
prendre A( B ) =1Id et L2une rotation de I3 non diagonalisable dans R
ﬁ

Par contre A( B ) ['est toujours puisque symétrique :

Les valeurs et vecteurs propres de

y vB, vB, v5;
72 72 72
P e G e
M= 72 }/2 }/2
L ke
2 2
_r _r
KO Y ey
1 -1 0
BB | B8 || 5p
son -(1 , v-\1-B), 1, 1; etrespectivemen B, s , s 8
t{y-(1+p), y-(1-P), I, 1} et respectivement 5le | s, 5
BB || BB 0
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BB,

9
Les traces des directions propres sur les 3 derniéres coordonnées ont pour direction B et
2 autres vecteurs +Les 3 direction sont perpendiculaire 2 a 2.

y 3 0 0
0 0
M'= wy a les mémes valueurs propres que M .
0 0 10
0 0 01

En reprenant les notations précédentes :

0 x;, x, x4
X
x] 0 0 0 - - >
N= avecX=| X5 |etXX=1.
x, 0 0 0
X3
x; 0 0 0

Comme les valeurs pro_pres de Nsont {1, -1, 0, 0}et les vecteurs propres associés sont :

1 -1 0 0

X1 X1 "X, " X3
1y |y 1y

X, X, X, 0

X3 X3 0 Xy

Si on considére B la base constituée de ces vecteurs propres la matrice diag_gn_gle
des valeurs propres, on a N=BDB T . Ne pas oublier que xf +x§ +x§ =XX=1.

[>

-1

1 -1 0 0 710 00| 1 -1 0 0
Xp X "Xy X3 0 -1 0 0 Xp Xp "Xy X3
X, x, x;, 0 0 0 0||x, x, x;, 0
x; x; 0 x 0 0 00| |x;, x; 0 x
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X3

X7 X2
’ x? +x§ +x§ x? +x§ +x§ x? +x§ +x§
= x; 0 0
X, 0 0
X, 0 0

0

0
0
(

Considérons maintenant exp( &N), comme exp( aN) =éxp(BaDB_1) =Bexp(oD)B " et

donc :

exp(aN)

Or y=ch( )

1 -1 0 0
X, X X, X
X, X, X 0
x; x; 0 x

¢a=ln(7+‘/ }/2—1) =e¥=y+ y2_1,

NS S

0 0
X, -Xg
x, 0
0 x,;

comme}/z—1=ﬂ2}/2 =e’=y(1 +@ ete’ “=y(1-B) avecf=\ BB .

Comme coth( )

=,B_Iet5)(=coth( a)f:

1 -1 0 0
ﬁrl.ﬂl ﬁ'l.ﬂl _ﬁfl.ﬁz _ﬁrl./%
explaN) =
P( ) ﬂ-z_ﬂz ﬂ-l'ﬂg ﬂ-l'ﬂl 0
'8 BB 0 BB,
BB 7B B, BB
B+B+B  B+BE+B  B+B+H
5 B +B+B BB (r-1) BB (r1)
T BB+ BABEAE BABAA
5, BALAD B +B+B BB (r-1)
Y B+B+B  B+B+B B+B+5
5, BAUAD - BE (D) B, +B +5,
L B+B+B  B+B+E  B+B+E

1 -1 0
0 0 0 , , ,
y-f 0 0 BB BB -BB
0 1 ol | BB BB BB
0 0 1 ﬁfl.ﬁ3 ﬂ’l.ﬁ} 0
V-5 vB, v-B
Hﬂi(y—l) BB (y—1) BB (y—1)
B F B
B (-1 By-1) BB (r-1)
V4 V4 V4
BB (=D  BAB(-D | BU-D)
V4 g V4

0
_ﬂfl.ﬁ3
0

BB,
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/4 7B, 7B, vbB;
72 72 72
ST R T R T e
= 2 2 2
. Y g g, APy
ey BT Gy B ey B
2 2 2
. g 4 | Y
ey PR ey B T ey B
¥ _(y=1)
(1+7) Vi
On veérifie que :
14 7B, 75, 7-b,
2 y2 }/2 1
P Gy PP ey PR ey P,
2 2 2 . -1
. .. y g, r . 5B
T VI N T I | R
2 }/2 }/2 ﬂ 'ﬂ_g
T G Bh ey PP 1y PR
v(8,+85,+85,+5)
B
1
ﬁ1(1+(ﬂlz+ﬁj+ﬂ;+ﬂ);fz+(ﬂ+1)y) .
(1+7) 8 b
5 =y(1 +p) -1 car:
B(1+ (B, +8,+8,+8)7 +(B+1)7) B -h
(1+7p8 BB, |
B,(1+ (B, +B,+B,+B)7 +(B+1) 7)
(I1+7)8
1+ (B+B8,+8,+B) 7 +(B+1) y=1+B-(1+8)7 +(B+1)y
=1+ (B+1)y(1+7y).
oo B (BB +6,48) 7 +(B+1)7) AU+(B+1) 11 +7))
(1+7)B (1+7)8

or
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B(1+(B+B)7 +(B+1)7)
(I+7)5

y(1+B)8"-B,= = y(1+B)-B,(1+y) =B,(1+p(y

v;}'z) 7272—1 +7) o ]
caryB=y —1et B Bly+7) +7 +7) =By +7) (1 +B) =B,(1 +7)y(1 +5) .

Deméme :

/4 }/ﬂl yﬂz }/ﬂ3
}/2 y2 }/2 -1
}"ﬂ] 1+ (I-/-}/) 'ﬂl.ﬂl (1_/_}/) 'ﬂl'ﬂz (I'/‘}/) 'ﬂ]'ﬂ_g ﬂ_l'ﬂl
2 2 2 |
. Y 5. Yy 5. Y 5. BB
e aan PP ey R ey BT
7 y 7 7obs
B e PR e PR T ey S
7(-6, -5~ B, +5)
B
-1
(-1+(-B-B-8+B8)7 +(B-1)7) B, )
(1+7) B b
2 =}/(1-ﬂ) -1 .
(1+(‘ﬂj_ﬂ;_ﬂ§+ﬂ)7 '/‘(,3—1)}’),52 B b
(1+7)B ’3'1.,33
(-1+(-B-B-B+8) 7V +(B-1)7) 5, '
(1+7)B
Tout calcul fait on a : (cf: le_mmeé’)
zoz o,
Yy M 00 2 2 y(1 +p) 0 0 0
M,=}73700=QQ00 0 y(I-8) 0 0
0 0 10 2 2 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1
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F oz,
2 2
vz oz,
2 2
0 01 0
0 0 0 1
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hapitre 3 :
Nature des vecteurs de l 'espace — temps.

Dans un espace de Minkowski, la forme quadratique associée a cet espace
permet de classer les vecteurs en 3 catégories que l'on va étudier .

Vecteurs dans un espace de Minkowski :

(J-M Souriau."Calcul Linéaire " -PUF 1964 .)

On considére l'espace vectoriel F* a 4 dimensions muni de
la forme quadratique de Lorentz :

D(X) =x12 - 2;&?2 ou ’x = (xl gose x4) , qui a pour matrice

1 ‘0
G= 0 1d ot 0 est la colonne nulle de & .
3
On veut décrire les ensembles de vecteurs X de R# définis selon le signe de
D(X).On distingue 3 sous — ensembles :
E_ = {X eER/DX) > 0} U {0} les" vecteurs temps",
E_.={X e R/DX) <0}U{0} les"vecteurs espaces”,
E,= {X € R/ D(X) =0} les" vecteurs isotropes" .
Le fait d'ajouter ou non {0} a E  eta E _ est variable selon les auteurs .
On remarque que la nature des vecteurs est indépendante de la base de F*
choisie : si on note P la matrice de passage de la base B a la base B',
X=PX', Y=PY'etG'= "PGP d'aprés le lemme 1 ci - dessous .
X 6x=(X"P)G(PX") ='X'('PGP)X"="X"'G'X".

Lemme 1 :

Si @ est une forme bilinéaire symétrique définie sur un espace vectoriel F

de dimension finie n, B et B'2 bases de F , P la matrice de passage de B a B',
A la matrice représentant ¢ dans B.

Alors la matrice B représentant ¢ dans B' vérifie : B = ‘PAP.
Tout espace vectoriel F de dimension finie n, muni d ‘une forme bilinéaire symétrique ¢
posséede une base ¢ -orthorgonale de n éléments distincts .
Démonstration :
Onao(x,y) ="X'BY'="XAY="(PX")A(PY') =X '"PAPY’ avecx ety élements de F,
X et Y leur représentation dans B, X' et Y' leur représentation dans B’
A et B la représentation de @ pour B et B'. En remarquant qu il y a unicité

de la représentation de ¢ pour une base donnée .G’(el ) s en) ,
, . p_t
carelle est égale a ( (p(ei,ej))i’j,ona.B PAP .

Montrons quesi @ # 0 ,six € F est non isotrope alors ( kx) @( Fx) 1 =F.
Montrons d'abord que ( Fx) 1 ( Fx) 1 =40} :

Soity € (Re)N ( k) L,y € ( Rx) donc T Atelquey=Ax ety € ( k) *,
donc @ (x,y) =0=¢(x, Ax) =dp(x,x) = A=0 = y=0.
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Comme ¢(x,x) #0,Vy EF,y=y — zgzi)) x 7 Zizi)) xor
qo(y— ch’x)) x,x) =0 etdonc F = ( Rx) +( Rx) L etdonc ( Rx) @P( Re)+ =F.

Montrons maintenant l'existence d'une base orthogonale .
Si @ =0 toute base est orthogonale .
Supposons que @ # 0 et montrons le résultat par récurrence :

Sin=1 la propriété est vérifiée .Supposons qu ‘elle est vraie pour F de dimension n — 1.
Soit F de dimension n, comme @ # 0 il existe e, € F tel que (p(en , en) #0.

Daprés ce qui précéde ( ﬂ:?en) @( Ren) L =F or dim( ﬂ:?en) L =n — I et posséde
donc une base orthogonale {el ey € 1} éléments et e, est orthogonal

a tout élément de cette base et alors {el ) e en} est une base orthogonale de F :

1l est orthogonal par construction . Il est générateur carsiz € F,

n
_ i _
1=z, 13, avecy, Eﬁen etz, E( Ren) et donc z—.z;ﬂ,lei.
i=

n n
1l est libre car si Zwﬂlei=0 , 0 =(p( Zwllel, ejJ =ﬂj pourj=1,...,n.
=1 i=1

i=

Remarque :

Cela revient d dire que toute matrice symétrique S peut s'écrire sous la forme S ="TDT o D

est une matrice diagonale de diagonale (dii) '1 et T est une matrice carrée inversible .
i=Ln

Si on note {el s s €, }la base initiale ets il existe une base ¢ — orthogonale {e " @ 'n}

et si on note P la matrice de passage a la base ¢ — orthogonale on aura
o(X,Y)=XSY="(PX"S(PY'") =X PSP Y ".

n n n n
Par ailleurs si X = __2}',",; __2}",3 f etY=g;lle,- = g}l'ff’ i
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
i= Jj= i=

avec D la matrice diagonale dont la diagonale est (qo ( e, el.) ) pouri=l,., n.
) st _ — (! )'1 —1_t( —1) -1 . -1
Dot ' PSP=DetdoncS=\'"P) DP "= \P ")JDP °, ilsuffit donc de poser T=P " .

Réciproquement si X et Y sont les coordonnées de 2 vecteursx ety de F on a :
o(X,Y) =XSY=X'PDPY="(PX)D(PY) ='X'DY’
avec PX=X"et PY=Y"'.Considérons une base (ei) de E,

i=Ln
notons que e; a pour coordonnées dans cette base E; = (0,...0, 1, 0 ,...., 0) avec
1 alai —iemeplace. Comme P est inversible , (E 'i=P_1El.)_ ; sont aussi
i=Ln

les coordonnées de vecteurs d'une basede E eton a:

o(E'wE ") =o(PE, P'E) ='(PP'E)D(PP'E)) = EDE,
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=0sii #j, sinond;sii=j.

Lemme 2 :

Soit @ une forme quadratique sur un espace vectoriel E de dimension n

alors il existe p et q 2 entiers naturels tels que p +q < n et il existe une base B
orthogonale pour @de E , dans laquelle la matrice de @ est de la forme diagonale :

Idﬁp

—Idm

Opi - (p +9)

Le triplet (n, p, q) est uni-que et s'appelle la signature de la forme quadratique ,
p lindice d'inertie .

Démonstration :
D'aprés le lemme précédent , il existe une base & de E orthogonale pour @,

c'est a dire que la matriceD représentant @dans B est diagonale.
Si (d i) est la diagonale de D, on peut permuter les éléments de la base B
n

i=1,
pouravoir : 1 <i <p d; >0,
pFl1<i<p+q d,<0

p+q+1<1=<n d;=0.

Posons pouritelquel <i <p +¢q: 6;.2=|di|
pouritelquep +q +1 <i<n 6.=1
Considérons la matrice diagonale inversible Q telle que Q ; ; = é;
ldg,
eten notantSp, .= 'Idm onaD =tQS , qQ
Opy - (p+9)

donc il existe une base B' de E déduite de la base B -par la matrice de passage Q .
Supposons qu il existe Sp’ g etSp,’ q,répondantd la question avec 0 <p +q < n et

0 <p'+q'<n etque Dset représentée par Sp g dans une base .G’(el RO )

- €

4 4 4 4
etpar S g dans une autre B (el, en) .

Posons F = Vect( €5 ey ep) et G'= Vect(e;,,_,_] 5 eeeey e'n) ona:

Dx) >0 Vx €F \ {0} etDx) <0 Vx &G'donc nécessairement F1 G'={0} .
Comme n=dim(E) = dim(F & G) =dim(F) +dim(G) =p + (n —p') etdoncp'>p.
En faisant le raisonnement symétrique avec G,'= Vect(e'l 5 eenes e'p,) etF,= Vect( Ay en)

on obtient p'< p etdoncp =p'etq=q'd'ou l'unicité .

Lemme 3 :

On considére l'espace vectoriel [ a 4 dimensions muni de

la forme quadratique de Lorentz .

1l existe dans [ un sous - espace de dimension 3 de vecteurs d'espace .
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Démonstration :
Considérer par exemple : {X € R/x,= 0}.

Lemme 4

On considére l'espace vectoriel I# a 4 dimensions muni de

la forme quadratique de Lorentz .

1l n'existe pas dans [* de sous - espace de dimension > 2 de vecteurs temps.
Démonstration :

Car sinon il existe un sous — espace F de dimension au moins égale a 2 de
vecteurs temps - Comme il existe un sous - espace G de vecteurs espaces

de dimension 3 et comme F 1 G= {0} etdonc dim(k*) > 5.
Lemme 5 :

On considére l'espace vectoriel [ a 4 dimensions muni de

la forme quadratique de Lorentz .

Soit 2 vecteurs de #* X et Y non nuls tels que XGX >0 , 'YGY > 0

et '’XGY=0 alors X et Y sont colinéaires et isotropes .

Démonstration :
Si on considere X et Y 2 vecteurs temps non nuls.Si ils sont indépendants ils engendrent un s.e.v de

dimension 2 de vecteurs positifs .C 'est impossible donc I A # 0 € Rtel que

X =AY etdonc :0="XGY=Y GY= é‘x GX.

Lemme 6 :

(1) Tout vecteur X non nul orthogonal a un vecteur de temps Y non nul (tXGY = 0) est un vecteur
d'espace .

(2)2 vecteurs isotropes indépendants non nuls X et Y ne sont jamais orthogonaux .
Démonstration :

(1)

Si X était un vecteur de temps non nul :'XGX > 0 et Y tel que XGY=0 alors ' YGY < 0
carsinon 'YGY > 0 et comme XGX > 0 et XGY=0,d aprés le lemme 5 X serait isotrope,
ce qui est contradictoire .

(2)

Car sinon 0 ="XGY="XGX= "YGY d'aprés le lemme 5 X et Y sont liés.

Définition :

Pour tout vecteur de temps(tXGX = 0) on pose|X||; =+ XGX .

Lemme 7 :
Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique non degénérée sur un espace vectoriel E de dimension n ,
alors pour toute base B ( e, ..., e, ) si on considere la matrice représentant ¢ dans B :

0= ((p ( Ly ) ) , alors le déteminant de Q est du signe de ( -1)" P ou p est l'indice d'inertie de ¢.
Démonstration :

D'aprés le lemme 2 il existe une base B '( ey, ..., e'n) ou la matrice représentant ¢

est de la forme :

Idﬁp 0 o
Q'= etdonc det(Q') =(-1)" "P .
0 —Idm

Soit S la matrice de passage de la base B' a la base B ona :
det(Q) =det('SQ'S) =det(Q') (det(S) )y = signe(det(Q)) =(-1)" ~P.
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Lemme 8 : Contre -inégalité de Cauchy -Schwartz.

Ona | XGY | Z|XllG Il Y ||  pour tout vecteurs de temps ou isotropes .
Démonstration :

Considérons la matrice S constituée des 2 colonnes X € ¥ etY € #: S
On suppose que X et Y sont des vecteur temps non nuls

car si l'un d'eux est isotrope ou nul l'inégalité est évidente .
, X xXGx 'xGy
Ona SGS = ) GIX Y] =

Y Yex  'YGY
2
Onadet( 'SGS) = | X111 Y1 — (XGY)

Si det( 'SGS ) =0 le lemme est démontré .
Sidet( 'SGS) #0etsiX=AY, A € R~,

=[X Y].

, A'YGYy  A'YGY
ona det( SGS) =

A'YGYy 'YGY

impossible donc X et Y sont non colinéaires et X et Y forment une base S
d'un sous — espace vectoriel F de R* de dimension 2.

XGX 'XGY

=[X Y]

Comme 'SGS =

,'SGS défini une forme bilinéaire symétrique ¥ sur F par
YGx  'YGY

Y(u v) ="U'SGSV avecu=SU etv=SV.

Soit @ la forme bilinéaire définie sur F* dont la matrice est G .

On vérifie immédiatement que ¢ P oSt aussi une forme bilinéaire symétrique sur F.

Montrons qu‘elle est réguliere c'est a dire :
£

F F=:0} ou [0 EF/¢, (uv)=0,Vv EF)={(0).

S étant une base de F est une application bijective de K sur F.
Si G est la représentation de @ dans ¥, 'SGS est la representatzon de (p E

dans F muni de la base S : soituetv 2 vecteursde F ; on a i U et V les représentations

deuetvdans F*, UetV dans F muni de la base S et U =SU, V =SV :

t ~ ~
omv)=¢ (mv)= UGV ="U'SGSV.
L
(p/F
Soitdoncu € F etv €EF,u=8SU etv=SVavecUetV élémentde P.Ona :
¢ (1) ="VISGSU=0 VV € R etdonc'SGSU =0, comme det( 'SGS) #0ona U=0.

@, est bien une forme bilinéaire symétrique réguliere sur F .
Le lemme 7 s ‘applique : signe( det( tSGS) ) = (-1 )2 P p lindice d'inertie de @,

or F étantde dimension 2, d'aprés le lemme 4 il n'y pas de sous — espace de dimension > 2 de
vecteurs temps et F contient X , vecteur de temps . ¢@ e étant une forme bilinéaire symétrique
réguliere sur F d'aprés le lemme 2, ¢ g beut étre repésenté dans une base ¢ r orthogonale

par une matrice diagonale composée de 1, -1 et 0 .La nature des vecteurs restant inchangé
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la seule possibilite est donc 1 et - 1.
Etdonc la seule possibilité pourp estp =1 .

2
D'oil signe(det ('SGS) ) =-1 et doncIX| AV, < ('XGY)".

Remarque :
On rappelle que l'ensemble des vecteurs temps ne forment pas un sous — espace vectoriel

prendreparexempleX=t(4, 1,1,1) et Y=t( -4,1,1,1) etX + Y=t(0, 2,2,2).

Lemme 9 :
Soit X, Y et Z 3 vecteur de temps ou isotropes on a alors :

(xaeY) ('vGz) (z6x) > ('xGXx) ('vGy) ('2GZ2)

Démonstration :
Considérons S=[X, Y, Z],ona :
X, Y, 7
t X, -X, -X, -X
X 1 2 3 4
) 1 0 X, Y, Z,
=t =| Y Y. Y Y.
SGS Y il 1 dy (X, Y, Z] 1 2 3 3 X, ¥, Z,
V4 Z, -Z, -Z; -Z,
X, Y, Z,

XGX XGY XGZ
=| 'YX 'YGY 'YGZ

‘7Gx 'zGYy 'zGz
etdet( 'SGS) = 'XGX|'YGY-'ZGZ —'YGZ-'ZGY ]

-XGY|'YGX-ZGZ -'YGZ-'ZGX |
+'XGZ|'YGX-'ZGY - 'YGY-"ZGX |

=XGX-'YGY-"ZGZ -'XGX-'YGZ-'ZGY

-XGY'YGX-'ZGZ +'XGY-'YGZ-"ZGX
+'XGZ-'YGX-'ZGY —'XGZ-'YGY-ZGX
=XGX-'YGY-'ZGZ — 'XGX('YGZ) ?

-'ygy- (’XGZ)z - 767 (’XGY) > 42 IXGY'YGZ-'ZGX ;

or |’xGY| >V 'x6xJ'vey, |'vGz| > 'vovy 26z, |'z6x| > 26z 'xGX |

d'ou :

-XGX( ’YGZ)2 -'yGy-('XGZ) ? 76z (XGY) ?
<-XGX-'YGY-'ZGZ -'YGY-"ZGZ- XGX —'ZGZ- 'XGX-'YGY
=-3-'XGX-'YGY-'ZGZ ,

et donc det( 'SGS) <-2-XGX-'YGY-ZGZ +2XGY-'YGZ-'ZGX.
Etudions le signe de det( 'SGS )

Si det( tSGS) =() le lemme est démontré .

Sidet( 'SGS) #0etsiX=AY +uzZ, A € R+, u € R+,
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'XGX XGY XGZ
on a det( 'SGS) =det| 'YGX 'YGY 'YGZ |=0car (XY + 1Z)GX=AYGX + 1/ZGX
'7GX 'ZGY 'ZGz

impossible donc X, Yet Z sont non colinéaires et forment une base
d'un sous — espace vectoriel F de R* de dimension 3.

'XGX XGY 'XGz
Comme 'SGS=| 'YGX 'YGY 'YGZ |.'SGS est une forme bilinéaire symétrique sur F.

‘7Gx 'z6y 'zGz
En faisant un raisonnement similaire a celui du lemme précédent on trouve que :
signe(det('SGS)) = (-1)° ~1=1.

D'ou det( tSGS) > 0 et le lemme est demontré .
Lemme 10 :

1 0
0 -1d
alors les vecteurs non nuls de temps ou isotrope se partagent en 2 classes opposées CJI ez‘€2 et

On considere K* muni de la forme quadratique définie par G =

si X et Y sont des vecteurs temps non nuls on a :
XGY>0 = Xet Y appartiennent a la méme classe
XGY<0 & XetY appartiennent a des classes opposées .

Deux vecteurs X et Y d'une méme classe vérifient XGY >0 sauf's'ils sont isotropes et paralléles .

Dans ce cas ils sont de la méme classe si leur rapport est un nombre strictement positif .
Démonstration :

Soit X,y un vecteur de temps non nul arbitraire .Un vecteur de temps Y non nul n'est jamais
orthogonal a X, car sinon par le lemme 6 , ¥ serait un vecteur d'espace donc 'y GX, > 0 ou
y GX, <0.Ondiraque Y € GI dans le premier cas sinon Y € CJz .Les classes sont opposées :
siY € 631 alors -Y € €2 .Le lemme 9 montre que :

(%,6Y) ('YGZ) ('z6X,)) > ('X,GX,) ('YGY) ('ZGZ) >0, V'Y, V Z vecteurs de temps.

Si Y et Z appartiennent
- a la méme classe CJI : thGYZ 0 ettZGXo >0="YGz> 0,

- a la méme classe 6’2 : thGY_<0 ettZGXo <0="YGZ>0
— a des classes différentes : thGY < 0et tZGXo >0="YGZ<0 ou
X,GY > 0et'ZGX, <0 ="YGZ <0 .

Réciproquement : Si'YGZ > 0
ou bien thGYZ 0 et tZGXo > 0'YGZ < 0 a la méme classe 6’1 ,

ou bien thGY_< 0 et tZGXo < 0 = YetZappartiennent a la méme classe €2,

de méme si'YGZ < 0 = Y et Z appartiennent a des classes différentes .
La derniere partie du lemme est une conséquence directe du lemme 5.
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Remarque :
D'une maniere arbitraire les éléments d'une des 2 classes sont appelés vecteurs de futur
ou d'avenir, les éléments de |'autre vecteurs de passé .

Lemme 11 :

Soient X et Y 2 vecteurs de temps ou isotropes .

Si X et Y appartiennent a la méme classe , leur somme est encore un vecteur de la méme classe ,
et ils verifient la contre — inégalité triangulaire si on note || X || =+ XX si’XX>0:

IX+Yg=IXlg+ 1 Ylg-

Démonstration :
D'aprés le lemme 10 XGY >0 et d'aprés le lemme 8 I'xXGY| > IX1|g Yl et donc

XGY = || X 6lIWlg
On a donc :
t

IX+YIS=(X+NGX+Y))=|IXIIS+ YIS +2XGY

2UIXIG +IYIG ++21YIghXlg=(I1Xlg+ 1Xlg)” .

Si V est un vecteur pris dans la classe de X etY , ona :
XGV > 0et'YGV >0 = t(X +Y)GV > 0 et X +Y fait partie de la classe de V
donc de celle X et Y.

Remarque :
(1)Si X et Y sont 2 vecteurs de classe difféerente la somme peut étre de nature quelconque :

SiX='2111),XGX=1etY="(-3,1,1,1),'YGY=6, ona XGY=-3 ,
X+Y="(-1,2,22), (X +V)G(X +Y) )=-11 (vecteur d'espace) .
SiX="4,1,1,1), XGX=13etY="(-1,0,0,0),'YGY=1,0na XGY=-4 ,
X+Y="31,1,1), (X +Y)G(X +Y))=6 (vecteur de temps).

t
SiX="3,1,1,1),'’XGX=6 et Y= (-2, Jf ~1, J; 1, /3 _IJ”YGY=£

3
t
ona XGY=-3 , X+Y= (1, \/3?, \/3?, \/3? ) ,
t
(X +Y)G(X +Y) )=0(vecteur isotrope ).
(2)La contre - inégalité triangulaire donne une explication géométrique du" paradoxe
des jumeaux" .
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haptre 4 :

Classification des matrices de Lorentz .
Nous avons vu que l'ensemble des matrices de Lorentz Lo d'ordre n forment
un sous — groupe de GL ,( ), le groupe des matrices inversibles pour la composition .
Nous avons vu que la partie symétrique d'une matrice de Lorentz M :
dans l'écriture la plus générale :

€ 0 0 X 3
M=exp( aN) ona €R,N= XER
0 £ X o0
1 ‘0
Comme MGM =G avecG=| , |- deM) =£1.
3

Or det(exp(aN)) = e = =1 donc

e 0
det(M ) =det =g-det( Q) .
0 2

(1)Détermination de det( £2) :

L2 est une matrice orthogonale : t.Q.Q=Idm donc det(2) =+1.

On rappelle les définitions suivantes :

(a)Dans un espace euclidien E de dimension 3, on appelle symétrie orthogonale
par rapport a un sous — espace F l'endomorphisme 4,= 2pp —Idg

avec p le projecteur orthogonal sur F .

(b)Dans un espace euclidien E de dimension 3, on appelle réflexion par rapport

a un sous — espace F de dimension 2 toute symétrie orthogonale parrapporta F # E .
(¢)Dans un espace euclidien E de dimension 3, F un sous — espacede E, F # E,

muni d'une base orthormée B F( € ppees ep) qu 'on complete pour avoir une basede E :

soit .G’E(el,..., e3) ,onaalors :

1 0 0 10 0
MatF(pF) =10 1 0 | siFestdedimension2 ou=| 0 0 0 |siF estdedimension I.
0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0
et MatF(dF) =10 1 0 |siFestdedimension2 ou=| 0 -1 0 |siF estdedimension I.
00 -1 0 0 -1
1 0 0

Sidet(2) =+1 Qestunrotation: 2=| 0 cos(6) -sin(6)
0 sin(68) cos(6)

sinon det( 2) =-1 alors $2est une réflexion de R* ou la composition d'une rotation
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et de la réflexion par rapport au plan orthogonal a l'axe de cette rotation .

( pour plus de détail voir : J - M. Monier." Algeébre 1". Dunod 1997 .)

On dira que M est une rotation si det(M) =+ 1. Sinon det(M) =-1

et alors on dira que M est un retournement . (1l faut faire attention que la définition

dans un espace de dimension 3 est différente. )

(2)Détermination de € :
Soit Vyun vecteur de temps non nul tVoGVo > 0 et M une matrice de Lorentz .On a :

t(MVo) G(MVo) = tVo (tMGM) V, =tV0GV0 > 0 donc MV est aussi un vecteur de temps .
Soit n=signe (tVoG(MVo) ) si n=1,V et (MVo) appartiennent a la méme classe
sinon n=-1,V et (MV 0) appartiennent a des classes différentes (Voir chapitrelV ) .

Soit maintenant V un autre vecteur de temps non nul - Comme précédemment MV est ausi
un vecteur de temps .

Comme t(MV) G(MVo) =y (tMGM) Vy =tVGV0, on a l'équivalence :
Classe (V) = Classe( Vo) < Classe(MV) = Classe(MVo).
Donc 1 ne dépend que de M et est indépendant de V.
Calculons 1 pour le vecteur E, = t(I, 0,00):
1
fe >
4 18] e 0|0
0

E,ME,=[1,0,0,0] A
118 ] c 0 2

=19 donc n=Eg.

0

Si €=1 on dira que M est orthochrone sinon si €=-1, on dira que M est antichrone.

Comme det(M) =g-det( 2) onadet(M) =+ 1 < €=+1 etdet(2) =+ I ou bien e=-1

etdet(£2) =-1et sidettM) =-1 < £=-1 etdet(£2) =+ 1 ou bien €=+ 1 etdet(2) =-1.
Considérons les sous — ensembles de Lo suivant :

Roo={M/e=+1 etdet(2) =+ 1}, les rotations orthochrones,

Roo est un groupe appelé le groupe restreint de Lorentz puisque pour 2 matrices de Roo :
MetM',ona:

det(MM'™") =det(M)det ' (M") = &-det( 2) &' -det(2') =+1 .

Roa={M/e=-1 etdet(£2) =+ 1}, les rotations antichrones

Reo={M/e=+1 etdet(2) =-1}, les retournements orthochrones

Rea={M/e=—1 etdet(£2) =-1}, les retournements antichrones

On remarque que RooU Roa = {M/ det( 2) =+ 1} est un groupe, le groupe des rotations ,
que RoolU Reo={M/ e=+ 1}, le groupe orthochrone,

que RooU Rea = {M/e=+1 etdet(2) =+ 1 ou e=—1 etdet(2) =-1}, le groupe pair .

9

9
On peut aussi considérer |' ensemble des matrices de Lorentz telles que Q=IdR3 ,€=+1et B = ﬂxi
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d'ou M=

1l est faci[e de veérifier que cet ensemble un groupe pour la composition : le groupe spécial ou boost .

On remarque en outre que :

MM "=

0/1(1 remc_zrque que ce groupe e&t commutatif +Mais Si( on conside‘_re 2 matrices de Lorentz tels que

y 1. 00
w., v 00
T 1d,,

y w. 00
B, v 00
T Idm

avec T =

Yy 7B,
vB. v
T

0 | (1488, B+ B, 00

0
0.0 |=y'| B+ B
Id,, T

£2 =1d,,, leproduit en général n'est pas tel que 2 =1d, +Exemple :

—> { — y
B,="(a >0,00),8,="0,b>0,0)

A A-pl 0

i | Bl A0
0 1

0

27

707)

M:= M2 -MI= np

Le produit M2 « M1 n'‘est pas symétrique et est donc décomposable en un produit

0

9

0

0
0
1

M2 -

72 1 Pl
n

Zp2y y2p2ypi

0

M1 'M2=A<ﬂ) 02 avec 2 #1d,,

7 -p2

2 B2
0

72
0

0 282 0|
1 0 0
0 » o0l
0 0 I
.

0

ol

1

9
B pouvant étre calculé par la loi de transformation des vitess_e;v : (Voir ci-dessous) et donc
- — 2. Bl
) . ,BZ+;/I(,BI.(}/I<I'B—+'B) +1)] —
.Q=A< —,B) ‘M2 - M1 , avec = _>_;: _ MpLEE
y1(1 +p2. B1) v

Cela est a rapprocher avec le fait que le produit de 2 matrices symétriques n'est pas, en général

symétrique .
10 0 1 0 1
. = et que 2 matrices A et B étant symétriques :
0 2 10 2
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A et B commutent <> AB est symétrique ,

car AB=BA = "(AB) =t(BA ) ="A'B=AB = AB est symétrique d 'une part et d ‘autre part
AB="(AB) ="B'A=BA .

En particulier les puissances positives d 'une matrice symétrique est aussi symétrique puisque
t t _ t _ t _
(A4")=(4"""ea)=(a4" ") =(4""1) -a.
- -1t
Deméme l'inverse puisque A T-("q) "= (4 1).
On remarque que si M est symétrique , par unicité de la décomposition comme M=M-1d,
A

ona £2=1Id,

A > > A
et que si £2 = Id o comme A(ﬂ) est symétrique , M = A(ﬂ) - €2 l'est aussi .

Par ailleurs , si on pose X'=MX , X"=M'X'"=MM'X et M"=MM' ona :

B.+ B
yy'= yy’( 1+p xﬂ'x) etdonc B = 1x+—,3xﬂ:c qui est une loi de transformation
X
de vitesse dans un cas particulier .

A titre d 'exercice :
E jon du m r

(Annequin et Boutigny ."Mécanique relativiste ,Exercices "_-)Vuibﬁ;t 1978.p 25)
Soit 2 points PI et P2 animés respectivement des vitesses V1 et V2 dans un repe‘ri) R

On considere un repere R2 associé a P2, choisissons l'axe des x de R parallele a V2 .
c étant la vitesse de la lumiere .
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-
\4!

Y PL A

R2

P2 —= >
V2
R
Q = >
>
1 X

—
R est animé d'une vitesse - V2 parrapporta R2 .
1

Calculons le module de la vitesse de PI par rapporta R2 : V1'. Posons y= = et
_)
(v1)
I-—
c
— — NN
Vz2) -\Vv1
a=1 - ( )x 2( )x =] — V2.2V I , les formules de transformation donnent :
c c
= ), -02), —. 1), —. (),
(vi),= vrr), = , (1) =
—> 2 0i> 2 — | 2 g}/z *r
poi: (vi) =(v1) , + (1), +(v1'),

— — (
-1 _ 2 y
. ((v1), = (v2),)? + . +

En développant le second membre :
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(1)’

— —
(v1)? +(»2) 3 2
C C

=), + 1))+ 1), -2) (72), - L () [ (D)) + (v1), (V1))

2 — 2

+(v1),

—20v1).(v2)_ + (v1), 1-

X

N [ (v1)’
I-

— — 2 — 2 — —— > —

or (V1) —=(v2) V=(v1) "+ (v2)" =2(v1) (v2) eevavr =(v2),-(vi),,

V.
—_ > 5, ,—> —

depius VI AV2Z=-j (-(v1)2(v2),) +k((v1)y(¥2),) dvi:

2

(_> —>) — 2,2 2, 2
Vi AV2 =(Vl)x(VI)y +(V1)x(V1)z . On conclut par :
2
L -ohyL (G
(vi') = —5
[ V2.Vl J
1 - 2
Cc
—_ —

Cette derniere formule est symétriqueen V2 et VI .
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Chapitre 5 :
Trajectoires non — rectilignes.

_)
Dans le cas d'une particule P munie d'un mouvement non — rectiligne, de vitesse V' (t)

t étant le temps du repere de référence , on veut estimer le temps propre Tde P
en fonction de t.

t

2

—2
On donne une justification de la formule : 1'( t2) - 1'( tl) =J 7 ( Yy o ] dt
c

t
1
avec ; (u) =V 1 —u ,dela mémemaniere que l'on évalue la longueur d'une courbe .
Lemme 1 :
Theoréme de la moyenne : (J.Dieudonné."Eléments d'analyse " : T.1 p.160 .Gauthier - villars 1969 .)

Soit I=[a, B] un intervalle compact de R, ensemble des nombres réels
et Fun espace de Banach . Soit D & I, D dénombrable .

Soit f:1 = F et :1 — R 2 applications continues telles que fet ¢

soient dérivablessur I \ Detque VE €I \D: || f'(&) | <o '(&).
Conclusion :

LF(B) -fla)|| <o(B) —¢(a) .

Démonstration :
Soit p : N — D une application bijective de IN, ensemble des entiers naturels

dansDete >0 .
Soit A & I défini par :

A= 5€l/Vitlquea <§ <gondit: ||f({)-fla)]l <o({) —ola) + (

+e Y 27"
pn) <§

On a évidemment & € A de plus si Nesttelque @ < 1 < & alors 1 € A par définitionde A.

Donc A est de la formesi y=sup(A) :A=[a, y[ oud =0 7]
Comme fet @ sont continues :

— )

(1) £ () -F(@) || <o(y) —o(a) +e(y—a) +ep(g<yz "
Montrons que y= [ :
Si y<p:

etsiy&D:
Par définition de la dérivée :

Pour € >0 3 A > 0 tel que pour V {telque y < {<y+A:
£
LFee)-f(7) =f(7) (§=¥) | <5 (E=7)et
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[0(0)-0(7) =o' (1) (§=7) | <5 (¢=7).

En appliquant les inégalités :
[all =1bll| <lla—=bll et|lf'(y)(S—») Il <l (¥) I (F=7):

LA A7) I = lf(r) (6 =) |l _<§(;_,,) et

o' (¥) ({—7) - (o(5)-0(7)) sg(c—y) carg "> 0 et donc ¢ croissante :
<—({—y)dou :

(&—7)

LACE) A7) | =1l (7) (§=7) |l

€
2
LA -+ < I (E=7) +5
<e(n (-1 +5(&-7)
<o({)-o(y) +e(l—7).
De (1) etde ce qui précede :

LA Al || < (1A A7) I + [L£(7) A |

<o(¢)-0(y) +e(6=7) +o(7)-o(a) +ely—a) +& 3

<o(Q)-9la) +e({—a) +e D 27
pn) <¢

donc { €A V (telque ¥y < { < y+ A:cequiest contraire a la définition de .

maintenant si yE€D
Im & Ntel que y=p(m) , d'autre part @ et fétant continus 3 A > 0 tel que :
[y, y+A] S Ietpour { telque vy < < y+ A onaitpoure > 0etm € IN:

-m

Q) A <5 2™ et o(¢)-0(y) <527 (2)

Donc :
1) (@) | = 1) -r() | + £ () -s(@) |
<527 4o(y)-ola) rely—a) ve D 27" (paril) )
(n)<7
<22 40()-0la) +e(l—a) +e D 27 (¢ et y<()
pn) <y

+€&(—a) +¢€ 2 2"
pln) <y

or y=p(m): €2 " +¢ 22_" <e 22_” donc
pn) <¢
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||f(;) ’f(a) ” —<¢(;) —(P(a) +({—a) + & 2 2 ™" :nouvelle contradiction .

Conclusion: y=p (1) et € >0 étantarbitraire le théoréme est démontré .
=M (& — @) avec M > 0 on a le résultat suivant :

Conséquence : Si on prend ¢( &)

Soit I={a, B un intervalle compact de R ensemble des nombres réels

et Fun espace de Banach . Soit D & I, D dénombrable .
Soit f:1 — F, applications continue, telle que f est dérivable sur I \ D

etque IM >0, VEESI\ND: | f'(&)| <M alors :
LF(B) -fla)|| <M(B—a) .

Lemme 2 : (J Dieudonné."Eléments d'analyse " : 7.1 p.164 .Gauthier — villars 1969 .)

Convergence uniforme des dérivées .
Soit I un intervalle de R0, ensemble des nombres réels

et Fun espace de Banach . Soit D & I, [D dénombrable .
Soit la suite de fonctions ( g, )

tellequeg, : 1 - F ,n & N, IN ensemble des entiers naturels .

Supposons que pour tout n € IN:
g, estladeriveesur IND , D <1, D dénombrable,
n n n
U D qui est aussi dénombrable .
n

d'une fonction f, continue .On pose D=
n e

On suppose en outre :
) 3¢, €1 telque fn(fo) 2,/ €EF.
(2) V{el F (L) voisinage de { dans Itel que dans V()
la suite ( gn) converge uniformément .
Alors ¥V § €I la suite (f ) converge uniformément sur V() .

Etsil'on posef( &) = , lim £, (&) et g(&) =nl_i,”!/_wgn(§)

alors surI \ Dona f'(&) =g(£&).

Démonstration :
Considérons V { € I la boule ﬁ’( S, pg)

d'apres le théoreme de la moyenne :
Vx €B(5.pp) |40 —fulx) - (£(8) =£(8)) |
<|x-=¢|- e g(sgupg) U =10 ()
Sp;-geﬂ(?’tg | pl 1€:(8) =8, (S ])-

¢

Par (2) et (3) la suite (fn(x) —fn( é’) )n e yestde Cauchy .
Cela montre que des que , quand en un point 60 e .6’( g, p{)
la suite ( fn) est convergente elle est convergente partout et

< /({) alors
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méme uniformément sur _6’( g, p;). (4)
Soit 2= {x el/ lim f (x)existe }
n——+ow

Soitu € U : ﬁ’(u,pu> < U par (4) : U estouvertdanslI.
Si la suite (un) Ju, €U tellequen ﬁly_wun=;

alors il existe un rang d partir duquel u, € .6’(7 , P )
doncu € U : U est fermé dansl.
I étant connexe 2/ =1I.La premiere partie du théoréme est ainsi démontrée .

Soit donc f( &) = l_l)lt_l,wan(f) surl,

montrons que g =f"' surI \ D. Soit{ €I \ D et
soite€ > 0:dn,,Vn =>ny,Vm > n,telque :

£z —f2)|| S€ Ve B({,p,)

et |g(¢) =£,(Q) || <& par (2). (5)
Faisons tendre m vers [ ’inﬁni dans (3) .'

Vx €8(L,p;) | £i0x) —flx)-(£(8) —f(0) ) |
< _ r
SLLRt{PA (||f (&) -r(9)])
<e |x-={¢| par (5)

D'autre part f, étant différentiable sur I \ D, soit { €1 \ D:
Fr <p;telquesi |x = ¢| <r onait

15X £(8) —f(O))(x =) || <elx=41. (6)

D'autre part :

1) -£(8) —g(&) (x=&) |l

= || f0)-£(8) - (£ x) £,(8)) # (£,) £(8)) =f,(£) (x =¢)
+f,() (x =¢) —g({) (x = &) ||

< | -£() - (£ ) -£(£) ) ||

# || (£ -£(8)) =£(8) (x =) |
+ | (£,(0) —g(D)) (x =) |
<3e|x—={| par(3), (4), (5) et( 6).

L'unicité de la dérivée montre que la deuxieme partie du théoreme est démontrée .

Lemme 3 :

Toute fonction g continue sur l'intervalle compact [a b] a valeur dans un espace vectoriel normé E
est limite uniforme d 'une suite de fonction ( g, ) en escalier de la forme :

g,(t) = g<¢9in ) Ve

o (J [[e;’ o,

i=Ln—1

n n
ei ei-/-l

] U{b} est une partition de [a b

n
pouri=Il,n—1,0, =a ,g,(b) =g(b)
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n n 1 .
telle que | ;" — 01.+1 < " pouri=I1,n—1.
Démonstration :
g continue sur un compact [a b est aussi uniformément continue donc :
VneN',36 >0telque Vx,Vy €[a b]telque| x —y| <min(5n, %]

1
alors ||g(x)-g(y) |l <;-

soit  {J ([0;’ 0.,

i=lL,n—1

) U‘b} une partition de [a b]
telle que : ’ 0;’ - 0:’_/_1‘ <min[5n, %) et soit g, définie par :

gn(t)=g(0in ) Vte[ei” 0i+1n pouri=I1,n —1, 6{' =a ,8,(b)= g(b).

1 n n
Ona alors : ||gn(t) -g(t) || < " Ve e [Bi 0; .,

puisque g, [t) =g ( 0;’] et comme g,(b) = g(b) lerésultat est démontré .

Remarque : Ce résultat est un cas particulier du théoreme qui caractérise les fonctions réglées
sur un compact comme limite uniforme de fonctions en escalier .
(J.Dieudonné."Eléments d'analyse :T.1 p.146 .Gauthier-villars 1969 .).

Lemme 4 : Construction d 'une primitive continue d'une fonction en escalier.
Soit la fonction f continue sur l'intervalle compact [a b ]
a valeur dans un espace vectoriel normeé E ,
et soit la fonction g en escalier sur l'intervalle compact [a b]
a valeur dans un espace vectoriel normé E

définie par :
g(1) =f(0i ) Vi E([Qi 0i+1D pouri=l,.. n —1;(91=a ,2(b)=f(b),

ot U ([ei 9i+1D U b|, <0i<0i+1), est une partition de [a b].
i=Ln—1

Sur([el D définissons G par : G(t f( )( 9) dou G'( f( )

sur ([Qi 0i+1[) ouri >1:
i—1

0 =f(6)(t- >+2f< ) (6 1176,) doi G'(1) =f(8]).

D= S H0)(610)

Montrons que G est continue : pour i = l,..., (n — 1) :
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i—1

lim  G(t)=£(8)(6 ,)+2f( o) (% +176)

120,41

—Zf( ) (6, 41°6,) . or G(6,,,) = Zf( ) (8 41-6,) (¢/DIp16s) .

De plus comme G est dérivable sur [a b] sauf en un nombre fini de points et que
1G'(t) ]| = llg(t) | < |IfIl »auxpoints de dérivabilités

le lemme de la moyenne montre que :
Vet'ela b] :)IGH) =G || < NIfllolt—2'].
Lemme 5 :
Toute fonction f définie sur l'intervalle compact [a b] a valeur dans un espace vectoriel normé E

verifiant la condition de Lipschitz :
FK >0 Vet'ela b] alors || f(t) —f(t")|| <K|t—t'| vérifie:
N

(1) sup 2]|f( ) S5 )| /YNENY () | 08 S X S Sy Sb | estfini.

On dit alors que f'est a variation bornée .

(2) Ve>0 36> 0telsque:

VNEN V(a)_ V(B),_, .

a., b.|) étant une sous — partition de [a b],
( [4 b;])

a; <bj,

N
ontait ; 2(b; -a) <8 = 2 (f(b) S(w))| <&
Jj= Jj=
On dit que fest absolument continue .

Démonstration :
N

Dans le premier cas 2‘”/‘( ) (1_1)” <K(b —a).

Dans le second cas Prendre = % .

Remarque : On démontre que sur un intervalle compact la continuité absolue implique
la variation bornée (cfR «G < Bartle : A modern Theory of Integration «AMS 2001 p231) .

Lemme 6 : Théoréeme de Lebesgue .
Si fest absolument continue sur un compact (et donc a variation bornée ) ,
si fdifférentiable Lebesgue -presqe — partout, et si ' € L1([a b]) alors :
X

Pour la démonstration voir ( W +Rudin +Analyse réelle et complexe -Masson.1978 +pl159 ).

Lemme 7 :
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Soit I= [’1 tZ] un intervalle compact de R, fune application de I dans E espace de Banach
telle que fsoit de classe C1 (dérivée continue) .
Soit € > 0 alors il existe une fonction ¢ de Idans E telle que C soit dérivable,

€ €

¢ 'soit linéaire par morceaux sur I
£

et telles que ” Q’g -f” ) <¢g et H QS' -f!

<e (IIhII oa=supL|h(x) [ )

el

Démonstration :
D'aprés le lemme 1 ' étant continue sur I limite uniforme d'une suite de fontions en escalier ( gn).

D'aprés le lemme 2 pour tout n g, admet une primitive continue linéaire par morceaux G,
telle que V'n Gn(tl) =f( tl) et G' =g, sauf sur ensemble fini D, de points de I.

Enrésuméona :
(1) ( gn) — " uniformément .
(2) Vn 4G, continue telle que G', = g, sauf en un nombre fini de points D,, .
(3) Vn G, (%) =f(%) et donc . l_i,”_}_an(tl) =f(%) -
On peut alors appliquer le théoreme de convergence de suite de dérivées et conclure par :
(4) 4G application de I dans E telle que ( G ) — G uniformément

n
et donc G continue .

(5) G'=f' sauf surun ensemble dénombrable de points (n/Dn )
Comme Vit t'e [tl tz]’ Vn, ||Gn(t) -G, (t) || < NfllLllt—=2t'| ona :
Vet'€ [ 6] (|G =G || SIfllole =t
Donc G est a variation bornée et absolument continue sur [tl tz] )
La continuité de f'implique que f'est intégrable sur [t1 tz],
donc (5) implique que G ' l'est aussi .
(5) implique aussi que G est aussi dérivable Lebesgue - presque — partout .

On peut alors appliquer le théoréeme de Lebesgue (lemme 4)
t

Donc G(t) —G(tl ) =| G'(u)du=| f'(u)du etcommeG(tI) =f(t1)

ona G=fsur I .

Lemme 8 :

Soitp: ([0 1[) = (10 1)):u =1 —u.
Soit ( j;) une suite de fontions positives continues , définie sur I?, telles que

Vn ||fn || " <1 et telles que (fn)converge uniformément vers f ,
et telleque || f|l » <1 alors:



Démonstration :
Comme ||fllo <1 F€>0 telquee <1 - ||f] »et 5N8 telque V'n 2N€

1 | g = 1N o #E <L car | Ul - 1] | = 1 =11,
Comme<p'(u)=-—sur([0 I[) ona:

21 —u
C=sup(|(p'( )| uE[0, IIfIIw-/-g]) <+ oo,onaalors :

(@ (L(D) o) | <C|f =f], V1

(
donc ¢ ( /, ) converge uniformément vers @ (f)) et donc :

t t

o (f(u) ) du — o(flu) Ydu Vi,V .

Calcul d 'un temps propre : N
Soit une particule P se déplagant a une vitesse uniforme V dﬂs un rgf‘re ROt x,y7),

On munit P d'un repere R '(P, zx,y' z') , les directions Ox, Oy, Oz restant paralléles
—_— — —
respectivement a Px', Py', P;' .Considerons 2 positions de la particule : P( t1) et P( tz) .

—
Comme V' est uniforme , on peut écrire que , si c est la vitesse de la lumiere :

32

- 32

P(t,\P(t
2 2 2 2 2 2 (1) (2)
(t,— ;)" -P(8,)P(1,) =c<1’2—1'1) = —t) |1 -— = |
c(tz—tl)
—2
d'ou 1'2—1'1=(t2—t1) }/[V—Z) ou Y (u)=v1—u
C

Si maintenant la particule se déplace d'une fagon continue prenant successivement
— -—
les vitesses uniformes V..., V, pendant respectivement les durées At,,..., At

la durée propre du déplacement vérifiera :

n—1 ?2
s= 3 (121-1) y{ 12 ]

i= C
Consideérons maintenant le cas oul P(t) est une fonction de classe C1 (dérivée continue) ,
on a le résultat suivant :
Théoreme :
Pour tout € > 0 , pour tout intervalle [tl , by ] de temps , il existe une particule Q,
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ﬁ H
de position 00 (1) et de vitesse V (t) constante par morceaux telle qu' on ait :

— — -> —
sup | oP(t) —00(0)|| <€ et sup | v = v <& .
tE [t 1] tE (1,1 ]
t
2 —2
Le temps propre T, de la particule Q,, verifie : 1'8(t2) —78(1‘1) —[ ¥ ( V_ZJ dt || <e,
c

t
1

avec ; (u) = 1 —u , cétantla vitessse de la lumiere (2).

Démonstration :
D —_—

_)
Appliquons le lemme 7 a la fonction OP(t) «Il exite alors une fonction OQ, de vitesse V (1),

telle que (1) soit vérifie .
Le lemme 8 implique (2) .
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