Diverses remarques sur la linéarité
de la transformation de Lorentz



Rappel du "theoreme fondamental de la geometrie affine " :

Théoreme :

Soit f: & — &Eune bijection d'un espace affine de dimension = 2 sur un corps K
possedant au moins 3 eléments , telle que pour tous a, b, ¢ sont alignés
alorsf(a), f(b), f(c) sont alignes  Alors fest semi — affine *

Si K= R fest affine .

Corollaire

Dans le theoreme précedent on peut remplacer 'hypothese :

"pour tous a, b, ¢ sont alignes alors f(a), f(b) , f(c) sont alignes” par :
"l'image de toute droite( resp. tout segment de droite )par fest une droite
(resp. est un segment de droite ).

Démonstration :
Si l'image de toute droite par fest une droite et soit 3 points a, b, ¢ alignés
ils sont sur une meme droite @ alors f (D) est une droite, comme

{f(a),f(b),f(c)} Sf(D) f(a), f(b),f(c) sont alignes .

Remarques :

(1) Si fest bijective les 2 hypotheses sont en fait équivalentes sous les hypotheses
faites au theoreme 1 sur & avec K=R :

Si a, b, ¢ sont alignes alors f(a), f(b) , f(c) sont alignes fest affine

par le theoreme et donc toute droite est transformee en une droite .

(2)Un "contre—exemple" qui montre l'importance de la bijectivite de f':
Soit f: R — R définiepar:f(x,y)=(0,1)siy #0etf(x,0)=(0,x).

Les images de 3 points alignés sont alignes puisque f(IR€) est sur la droitey =0 .
f n'est pas continue : pourn € N*,f(Z, %) =(0,1)et f(2,0)=(0,2) et
donc fn'est pas affine .

Commef(1,0)=(0,1)etf(2,3)=(0,1) f n'estpasinjective.

Comme f(RR) # R fn'est pas surjective .

Consideérons la droite ®={(x, 2) \x € R} alorsf(D)=(0,1) :

L'image de la droite ® n'est pas une droite.

(2)Application a la transformation de Lorentz :
On considere maintenant l'espace vectoriel reel =R de la relativite restreinte et une application
T: R — R bijective telle que l'image toute droig aﬁiﬁ)e est une droite affine d'apres ce qui precede

T est affine et avec l'hypothese supplementaire T( 0 ) = 0 alors T est lineaire .
On va voir que les droites affines de &= R sont de 2 natures différentes :

Rappel de geomeétrie affine :
Lemme :



Toute intersection de sous — espaces affines est un espace affine, eventuellement
vide et , sinon, de direction l'intersection des directions des sous — espaces

des sous — espaces consideres .

Consequence :

L'intersection d'une droite affine @ et d'un hyperplan affine &€ est un sous — espace
affine de dimension au plus égalea 1 :

Soit D est parallele a F soit @n H=D ou DCH.

Si D n'est pas parallele a J D n d sereduit a un point unique P.

Definitions :
On considere l'espace vectoriel reel E de dimension 4 de la relativite restreinte .
On considere les hyperplans affines &’t’t ={(ct,,,2)/(x, 0, 2) € ).

1Is representent l'espace physique de l'observateur a un instant t donné ( présent absolu).
On considere les droites affines de 1" espace E qu'on va partager en 2 categories :

C, = {At droite affine/3 &’t’ttelque AcC &’t’t} et
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At est une droite d'univers dont tout les points sont contemporains , D?; est une droite d 'univers

qui represente la _z‘)rajectoire d'un mobile animé d'un mouvement rectiligne uniforme de
vitesse uniforme V.
On a immédiatement C, N C,=@ et une droite d'univers a tous ses points contemporains

ou aucun .
Considerons maintenant les differentes operations suivantes :
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Cela montre qu'une droite de C, pour un observateur est une droite de type C, pour tout autre

observateur non fixe( B > 0) par rapport au premier
.Les 2 sont de type "espace" et pour le deuxieme observateur



, . c
elle represente un mouvement supraluminique V'=— > c.
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Cela montre qu 'une droite de C, representant un mobile de vitesse V =- — peut etre vue comme

une droite de type C,.

Conclusion :

Identifier les droites affines de l'espace vectoriel reel E de dimension 4 de la relativite restreinte
aux trajectoires de mouvement rectiligne uniforme est (un peu ) abusif mais vrai si on considere
plusieurs observateurs non fixes les uns par rapport aux autres et des transformations linéaires :
Une droite d'univers est vue comme un mouvement rectiligne uniforme par au moins l'un des
observateurs.

On a vu precedemment qu 'une transformation T bijective de E dans lui — meme
qui respectait les droites d'univers et telle que T(0) = 0 etait lineaire mais peut — on remplacer

"droites d'univers" par "trajectoires de mouvement rectiligne uniforme "?
D'apres les 2 exemples ci-dessus la réeponse est non « Toutefois on a le résultat suivant :

Théoreme : ( en reprenant les notations ci — dessus )

Soit T: E — E telle que T(0) =0, T continue_et bijective qui transforme toute trajectoire
de mouvement rectiligne uniforme en droite (affine)d ‘univers alors T est linéaire .
Demonstration :

Cela revient a montrer que toute droite affine D appartenant a un &’t’t a pour image par T

une droite affine .
Soit D appartenant a un Jt’t , soit un point Q de D « Considerons une droite D, qui passe par Q

et qui n'appartient pas a ce é’t’t « Considerons le plan affine $ qui contient D et D).
—_— —>

On construit sur D, les points Pz etP(Z) tel que QP; = 2QP,I) .

—_— —>

De meme sur D on construit les points Pl et P tel que QPZ = ZQPI .

On construit Dy, Dy....D,,,....avec D; , ; la bissectrice de ['angle fait par (D;. D).
— —

On construit aussi les points PII etPl.2 sur D, tels que QPI.Z = 2QPiI :

Ona limPf =PletlimPi2= PzetcommeTestcontinuelim T(Pll) =T(P1)etlim T( i) =T(P2)
i i i i

Comme D est une trajectoire de mouvement rectiligne uniforme T(Q) T(Plz) =p. T(0) T(Pl)

l

Puisque T est injective T(Q) T<P2> # 0 et donc il existe o > 0 et un rang N a partir duquel
| rnoin(z)

Comme la suite (T(Pll) ) est convergente elle est bornée par un réel K d'ou : ‘ "i| < LS pouri > N.
()4

‘ > pouri > N .



il existe donc une valeur d'adhérence u*pour la suite (yl.> et T(Q) T(PZ) =u T(0) T(PI)

avec[l* # 0 puisque T(Q)T(P2> # 0 car T est injective et T(Q) , T(PZ) et T(PI> sont alignés .

Une formule complémentaire :

On a montreé precédent que si M est une matrice de Lorentz on a :

M=AQ=A4AAB = (AAOtA )AB avec A, Asymetriques £ A, B orthogonales ,
de plus AB =Qet A =AA0tA (unicité de la decomposition) .

A partir de ces formules on a :

M=AQ=Q("QAQ) =AB('B ("4A4)B) = AB('B AB) = Q('B AB)

d'ou :

M= (AAO'A).Q=.Q('B AOB) :








