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Nous prposons une construction hypothetico — deductive de la transformation
de Lorentz dans le cas general et une explicitation des 2 termes de la forme
polaire de cette transformation .



Chapitre I : Axiomatique « Matrices de Lorentz -

On considere notre espace physique assimilé a un espace affine reel a 3 dimensions E
dans lequel peuvent se mouvoir librement par rapport a E et entre eux
des points appeles "observateurs " .On considere 8 un ensemble de ces points O

auxquels on associe un repere orthorme RO< 0,iy,jos k0> et une horloge H .
On suppose que les hypotheses suivantes sont verifiees sur 8P :

(Hypothese 1) : Pour tout point 0 € 8, on suppose que pour tout point Q defini
a partir de R, on peut lui associer une horloge synchronisée avec celle de O .

Consequence : La synchronisation des horloges dans chaque repere permet d'associer
a chaque observateur O un repere .6?9 quadrimensionel d'origine @ : O au tempsty;=0

puisque la variable temporelle t est independante des variables spatiales .
On definit ainsi une famille de reperes quadridimensionnels (mg) :

.6?9 = .9?9 (Otozo, e,=c-T,e,=Le;=J e, =K> avec ¢ la vitesse de la lumiere ,
T vecteur temporel unitaire porte par la droite d'univers associees a O,
- > >

et J, K sontig, jo, ke au tempst,=0.

On definit aussi sur mg la forme bilineaire symétrique definie par
(p(el., ej) =0pouri #j, (p(el, eI) =], (p(ei, ei) =-1pouri=2,3,4.
(Hypothese 2) : Si une ligne d'univers est une droite affine pour .6?9 ,

elle est aussi une droite affine pour
tout autre mg, .

(Hypothese 3) :
On suppose que les espaces E, defini par(Ro , Ho) sont munis des memes lois physiques
qui permettent de définir les memes unites de mesure d ‘espace et de temps pour chaque E .

On choisitun point arbitraire Oyde 8 et le temps t00 =0 indiqué par H00 .

Pour tout point O de $, par translation spatiale prenons comme nouvelle origine
spatiale de E lepoint O'de R, qui coincide avec Oyau tempst, =0.
0

Prenons comme nouvelle origine temporelle de E ), ['instant ou Q' et O, coincident .
Par la suite, on supposera que tout les reperes spatiaux R, auront leur origines confondues

au temps t =0 de leur horloge respective .
Et par consequent la famille de reperes quadridimensionnels (.ﬂg) aura la méme origine

spatio — temporelle .

(Hypothese 4) : On suppose que la lumiere a un mouvement rectiligne uniforme dans tout E

et que sa vitesse numeérique c est constante et indépendante de la source d'émission
et de l'espace E , considere.

Conséquence : Si X = (ct, x, y, z) est le vecteur représentant la position
d'un photon issu de l'observateur O au tempst=0 pour le repere 9?9

etsi X'= (ct',x',y", ') est le vecteur representant



la position de ce méme photon issu de l'observateur O' au tempst'=0

2, 2,2 2 0 02 . 2
onacd==% ty +z _x" 4y +z pourt > 0ett'> 0.

7 t'?

Donc les coordonnées du photon verifieront simultanément :
222402 2 2,2 42 402 . 2
ct-x"+y +7=0etct’” —x""+y'" +z —0dans.6?get.6?9'.

Si on considere la forme quadratique associee a @ :
OX)=F- 4y +7:DX)=0 = DX')=0.

(Hypothese 5) : Isotropie de ['espace .
Nous énoncerons cette hypothese au chapitre I11.
( Voir auussi C. Semay , B. Silvestre — Brac : relativite restreinte p.105)

Le probleme a résoudre :
On cherche une transformation T : R¥ — R inversible qui donne les coordonnées spatio
— temporelles
du point P pour l'observateur O en fonction de celles de l'observateur O,
telle que sous les hypotheses 1, 2, 3, 4 ci-dessus possede les invariants suivant :
(1)T1(0) =0,
(2) T transforme les droites affines en droites affines ,
(3)siX=T(X') : D(X) =0 = D(X') =0 cest a dire que T laisse invariant le cone d 'isotropie de @.

Remarques :

L'inversibilite permet d'avoir un groupe de transformation .

La premiere condition vient de l'origine commune des 2 reperes et que des que T est affine,
elle est lineaire .

Les 2 autres conditions traduisent les 2 invariances adniises par les hypotheses 2 et 4 .

_)
Le seul parametre qui lie O et O est la vitesse relative V de O' par rapporta O et donc T = T( V).

Pour cela on va utiliser les 2 theoremes suivants donnés dans toute leur generalite :

Theoreme 1 : ( P - Boyer."Algebre et Geometries ". C&M 2015 p.51).

Soit f: & — &Eune bijection d'un espace affine & de dimension = 2 sur un corps K
possedant au moins 3 elements, telle que pour tout a, b, ¢ alignes alors f(a) , f(b) f(c) sont alignes,

alors fest semi — affine .

Si K= R fest affine .

(Ce théoreme est appelé theoreme fondamental de la géomeétrie affine » Abouabdillah Driss a proposé
une version amelioree de ce theoreme : (https //ssrn «com/abstract = 3181422) en remplagant
I'hypothese f bijective par f surjective ).

Consequence : Dans un espace affine reel les bijections qui conservent les droites affines

sont les applications affines bijectives .

On note C( @) = {x/(x, x) =0} le cone d'isotropie de @ une forme bilinéaire symétrique

et Rad ¢={x/Vy d(x,y) =0}.

Remarque : Si @ est la forme bilineaire symétrique associée a ®= f-x -I-y2 +7: Rad 0=1{0}.

Théoreme 2 : (R.Goblot ."Algebre lineaire "Masson 1995 p.254)

Soit ¢ : E x E — K, E espace vectoriel sur K, une forme bilinéaire symétrique telle que Rad ¢ # C( @)

Pour qu'une forme bilinéaire §' soit proportionnelle a @ il faut et et il suffit que C(§) = C(¢').



(Comparer ce théoreme associe aux formes lineaires ayant un noyau commun .)
Les conditions (1) et (2)imposees a T implique que T est lineaire( Theoreme 1) .
Soit M est la matrice qui represente T dans les bases associées aux reperes .ﬂget .ﬂgr.

SionnoteX'=MX,ona PX)=0< DX')=DMX) =0
alors (Théoreme2) :AA #0, VX O(MX)=A- ®(X)

1 0 0 0
0 -1 0 0
en notant G = ona:
0 0 -1 0
0 0 0 -1

" MX)G(MX) =X 'MGMX =1-XGX < 'MGM =1-G
la derniére équivalence est conséquence de la symétrie des matrices 'MGM et G.
(J-M. Monier."Algebre 1 et 2". Dunod 1997 .)

Evaluation de A :
%
Montrons d'abord que si la vitesse de Q' mesurée par l'observateur QestV
la vitesse de O mesurée par l'observateur O'est -V :
(Pour le moment on ne dispose que des hypotheses ci — dessus )
(¢f C »Semay, B -+ Silvestre - Brac - "Relativite restreinte". Dunod 2010 p108 note 5 )
On se place d'abord du point de vue de l'observateur O .
Consideérons le cas ou Q' s'éloignant de O .

Plagons nous du point de vue de l'observateur O.
Un rayon lumineux part de O vers Q' au temps t, , atteint O' au tempst,; au point P,

et revient immediatement vers O, qui est atteint au temps t, puis repart immediatement
vers Q' qui est atteint au temps tyau point P,,
puis retourne immediatement vers O qui est atteint au temps l,.

1l y a donc un double aller — retour.
La vitesse numerique ¢ du rayon lumineux étant la méme dans les 2 sens on a :

t, +t, t, +1t,
= ety =
Lorsque le rayon lumineux atteint, au tempst,;, le point P,
O' continue a s'eloigner de O alors que le rayon retourne vers O .
t,-,
2

4

L, —t = est la duree entre les 2 contacts du rayon lumineux et Q' .
> — t4 - t0
Si on suppose que O' a une vitesse uniforme V de module V on a H PP, H =V-
% r A} r
On peut remarquer que H PP, H est aussi egal a la la difference

07| - o] = 5% -2 |




t, —2t, +t
DoncV=c 2 2 =c[ 4 2 0 ]

t, -1, t,-t,
2

NIEAE AN TEN |

Soit M = (mi,j) la matrice de transformation telle que X'=MX,
X les cooordonnees d'un point P dans la base de R

’

X' les cooordonnees d'un meme point P dans la base de .9?9'

Plagons nous maintenant du point de vue de l'observateur Q' qui veut évaluer V.
Considérons les coordonnees de l'observateur O dans R et R -

O a pour coordonnee (ct, 0, 0, 0) dans la base assciee a .9?9 ,
et Qaura pour coordonnees :

(et x,y',z') = (ml’ pect,my pect,my ect,my -ct) pour la base assciee a .6?9'.

Donc  ct'=m, ,=ct: on peutdonc écrire qu'en O' t=a@-t' avec nécessairement & > 0 .

Si l'observateur Q' évalue V' en observant ['horloge sur l'observateur O,
il obtiendra la meme valeur que l'observateur O puisque en faisant le meme calcul il obtient :

a-t, —o-t 1, -t
Veell1—2| —2—— % || =¢|l1—2| 22 ||=V.
a-t, —a-t,

)

%
La vitesse dans les 2 cas est collineaire a Q0" et le sens de 'V est celle de 00" pour O
et 0'0 pour 0",

On peut maintenant evaluer A :
(N.M.J. Woodhouse . " Special Relativity " « Springer 2002 p.80)

D'apres l'axiome 2 les lois de la physique étant les mémes pour les espaces associés
a O et O' la dilatation des durée sera la méme que ce soit l'observateur O observant O'

ou bien que ce soit ['observateur Q' observant O puisque les situations physiques sont les mémes ,
le modules des vitesses etant identique.
Les coordonnees spatio - temporelle de Q' sont representee par le vecteur X = ‘(ct, x, »2)
pour l' observateur O, et par X '=t(ct', 0, 0, 0) pour l'observateur O".
Comme X =MX' on en deduit que le temps t mesurée par un observateur situe en O d'une horloge
située en O' et qui indique le temps t' a un observateur situe en O' verifie t=m ;t '

: (4 [} .
avec my ; > 0 sion suppose qu'iln'y a pas de retournement du temps car :

r ; ct m m m m - o my, et ]
ct ] L1 My2 Mz My 7 p 11
ct ’
X X x m, ; m,, m,; m,, 0 m, ;ct
4
y Bth m; , m;, m;; m;, 0 m; ;ct
< Bt m m m m 0 m, ct'
L pe 41 Ma2 Mgz Mgy |l . 41




Considerons la situation symetrique ou un observateur situé en Q' observe une horloge
situee en O qui indique un tempst pour ['observateur situe en O « L'observateur situe en O’

mesure alors un tempst' - Comme X' =M X etsion poseN=M_1 onaurat'’ =n; [
etn; ; > 0 comme précédemment.

Comme nous sommes dans la meme situation physique que precedemment n L1=my .
De'MGM =1-G , A # 0, on en déduit que M = A-G-M G

Do M =2 (6. M-G) = m; ,=n,,=(M"), =27 (6. M-G), .

Or (G-tM-G)I’ ;=my doncA=1.

Les matrices M qui vériﬁenttJWGM = (G sont appelees matrices de Lorentz
et forment un sous — groupe L du groupe GL, (R) * En particulier M'=G'M-G et detZ(M) =1.

Pour expliciter M dans le cas qui nous interesse on va utiliser les 2 theoremes suivants :
Théoreme 3 : (J- M. Souriau."Calcul Lin€aire " « PUF 1964 +p.378 , voir Annexe — )
Toute matrice M de Lorentz peut se mettre sous la forme :

£ 0
M=exp(aN) - oua ER, e=+1,
0 Q
0 tAX 3 t t
N= ,avecX € R telque : XX=1, .(ZQ=Idm .
X o
ch( a) sh(a)tX
Depl aN) =
eplus— exp(@N) = | 0 o)x (14, _, +(ch( @) -1)XX)

Theoreme 4 :
(R. Mneimé, F. Testard ."Introduction a la théorie des groupes de Lie classiques ".
Hermann Paris 1986 < Voir annexe — )

Soit M une matrice inversible a coefficients reels alors il existe un couple unique de matrice
S' symetrique definie positive et O orthogonale telles que M= 0S'' .

Conséquences :

1

On en déduit en posant S=0S'0 < S'="0SO que M peut se décomposer de maniére unique en

M=0S"=0('050) =50.

Cela entraine que décomposition du theoreme 3 est unique :
il suffit de verifier que exp( @N) est définie positive .
oN est symetrique reelle , il existe donc une matrice U orthogonale réelle et une matrice diagonale
reelle D = (d; ;) telle que aN="UDU.

Comme exp(aN) ="Uexp(D)U et exp(D) = (exp(d; ;)) les valeurs propres de exp( aV) sont
Strictement positive et exp( aN ) est definie positive .

De la formule det(*) =e™) on en déduit que det(exp(aN) ) =1
et que det(M) =g-det( Q) =+ 1.






Chapitre Il : Expression de la partie symétrique .

_)
On considere maintenant un point Q' qui s'eloigne d'un point O a la vitesse constante V.
ﬁ

FL .
On pose B = — ou c est la vitesse de la lumiere .
c

On considere les 2 reperes .ﬂ?get .ﬂ?grdéﬁnis plus haut .

X etant les coordonnees d'un point P dans la base associee a .9?9

X ‘etant les coordonnées de ce meme point P dans la base associee a .Qg ,
M la matrice definie par X =M = X' la matrice de passage de .6?9 a .9?9' ,
M est donc une matrice de Lorentz et s'ecrit donc sous la forme

£ 0
M=exp(aN) - ouax €ER, ge=+1,N=
0o Q

X
X o0

avec X € R tel que : 'XX=1, tm=ldm . (voir théoreme 3).
_)
On va exprimer dans un premier temps exprimer exp( aN ) en fonctionde B .

Theoreme 5 :

En reprenant les notations du théeoreme 3 on a, si y=

1-B

> |
Y 8] R R
exp(aN) = N >t > avec ['yﬂ]les coordonnees de Y dans R, .
18] g + M(Hy)

Démonstration : On peut donc écrire que les coordonnées de O'dans la base associeea B ,, sont :
%

ty, _t L _)=£
W="(ct,tV, tVytV;) =ct (1, B, B, ﬁ3) avec B .

etdans B' , : "Wr="0ct',0,0,0) =ct''(1,0,0,0) avec W=M-W'.

1 0

On remarque d'abord que W'=W'donc W=exp(aN)W'.
On est ramené a : _

o 1

1
ch( @) sh(a)X || B,
t'= t
sh (@)X (Idm + (ch( @) -1 )X’X) 0 B,
0] | B,




1 ch( a)
B] sh (a)X,
cela entraine que t =t' etdonct=ch( a)t'dou :
Bz sh (a)XZ ( )
B3 sh (a)X3
1 ch( @)
| || (B =sh(a)X
ch( @ = pourt'# 0 = ch( a)p=sh(a)X ,
ﬁz sh (a)X2 B
B, sh (@)X,
-> o 22 -2
donc B=th(a)X = B =th"( &) puisque X =1.
Remarque :
_)
, P4 V 2,
Comme |th(@)| <1 V a € R, nécessairement ||BH = H " H <1V <e
ce qui exclut toute vitesse supraluminique entre observateurs .
-2 bi
OnposeB=\ B et y=
-2
1-B
1 2 1 1 2
Commel—thz(a)=— =ch’( a) = = =y,
ch’( @) 1 —th’(@) 1_32

commech( &) >1 y=ch( &);:commesh’ (&) =ch’( &) —1 =‘yz —1

=737 T 4
-2
1-B 1-F
Enrésuméona y=ch( a), 'yzﬂz = sh’ (a), ﬁ2=th2(a) :
D'autre part :
B

YB=y —1=(y+1)(y—1) > —LE —=(y—1) =ch( a) — 1

(1+7)
_ (B8) _ (BB)
et X;X; = thz(a) = ﬁz donc
2 BB, 2
(ch( @) —I)XiX;.Z L4 ﬁz ( ]) = Y ﬁlﬁ] ce qui permet d'écrire que :

(1+y) g (1+y)

1 +(ch( @) -1)XX



2 2 2
Y Y Y
1
LR L
‘}'2 ‘}'2 Bz ‘}'2
| e G+t an
'}’2 ')’2 72 ﬁz
dn P e P T e P
>t > _
=1Id_, + M
o (1+7)
sh (a)ﬂi
Comme sh (@)X, = =ch( a)B.=B. d'ou lerésultat.
th(a) P
En réesume :
[ t[ —>] ] t[ >
14 1B 70 Y
M= >t > >t >
pS 1slls] || o0 e pS L1181
(8] 14y + 8] |1y + Q
_ (1+7) (1 +7)
avec tm=IdR;.
818 T8 e
Par la suite si on noteC=IaV,|.8 + ] => M= ’_,)
(1+7) e co
Remarques :
>t > >t > 2
- - > 2 -
rclpl=|ay, + 1118l ,,z,,”mmm:[ﬂ][H ¥ ]
(1 +1')2 +7) (1+7)
-> y —1 ->
-8 1[5,
(1+7y)
(2)Si M=M'M" estle produit de 2 matrices de Lorentz sans rotation avec :
(48) (v8") (yB")
Q ! ’ " 472 444
wel 7 1B =] Y vB =] 7 T'B
- — —
.}ﬁ CQ Y'B' C! .yl'ﬁ" C!V




- - —> —>
yr(B B +1) yvp +ypcr - o
alors M= :’Tz')"')’"(ﬁ'ﬁ""‘])’

— — — >
yly"ﬂ' + ,),HC' ﬂ" .),V .),NB' ﬂ 144 _’_ CVC"

r_r) r_r)r 208 - >
p- "’(’HtC B ) C=Id_+ ("ﬂﬂ) et @=c(yyB B +crc).
y (BB +1

oo aue (35)(38) -3 (58) 3-# 38 eaey B =7 -1
Idy + J—YM b

(1+7y)

A iyl
( 2

_ BB
Yo Yy

=ldy - y——— +7

(1+7y) (1+y) +7)
BB
=ldy + (-y(1+y) +v (1 +y) —y(y —1) ) =1y
(1+7)
-1
>t >
DoncC 1= ldg; + M =1dy 'yL ce qui permet d'ecrire Q
(1+7) (1+7)
> -
en fonctionde B', B" :
Q= Id _ ﬁﬁ ( ! H_ﬁ)’tE'V _'_C'C") .
B W YY avec.
— 'R’ C'B"” 2_)rt_)r rrz—r)rt_r)r > >
B= Y8 +C'p’ C'=1Id +2/1ﬁﬁ) et C"=1Id +’£lﬁ ) r-vy(B B +1).
y (BB +1) v v
(3)La connaissance de cl=r ldg, 'y%permetd’évaluer Qen fonction de M :
+y

my;, m;, m;; m;,
m,, m,; m,,
m,; m,, m,; m,,
M= « Considerons le bloc T = | m; , mz ; My,
m; , m;, m;; m;,
m; , my; m;,

my, m;, m,; m,,

qui represente les composantes spatiales des vecteurs spatiaux de la base associee a Q' exprimees



dans la base associee a O.

Onaura Q=C'm .

> o

4)Si B/ i alors les termes non diagonaux de C sont nuls ,
, Y (1+9)+y BZ)
et un seul terme diagonal de C est differentde 1 : 1 + ﬁz =
(1 +7) (1+y)
1+y+7 —1 2 1 5
= (;’_’_‘}’) =y cary —1= =5 — 1= =5 =YB.
Y 1—PB 1—pB

2 2 j
(5)Comme y Bz =15y — 1 on peut remplacer , en notantﬁjf le symbole de Kronecker,

2
), +mﬂﬁ par51+('y 1) I;;f] dans l'évaluation de Idm + (ch( @) -1)X'X
2
car B = 2—1© L4 = <7_1) .
Tﬂz Y (1+7) ﬂz

(6) y-(1+B) =y+J ¥ -1 car:
1

—f= % F = 1——©B-/1—— e yB=J7 1.
Y

I+B L 2_ [1+B __, [.7
Donc Y+HVy -1 < Y+Jy -1
/ 1—B

1 —
< %ln(%] =ln<y+\/ 'yz—l )

et on retrouve que argth( B) =argcosh(y) =a cary=ch( a) et B=th(a).

%

(7)Sachant que |exp(aN) ]_1=exp( (-a)N),y=ch( a) et ﬁ=th(a)5)( il vient :

1

¥ 18] Y -]
N >t > = I >t >
R 2 I SR v

(8) Valeurs propres d'une matrice de Lorentz symétrique
Tout calcul fait on a :



2 2 2 2
N2, , N2z,
Yy B 0 0 2 2 v-(1 +B) 0 0 0 2 2
B v 00 2 2 0 y-(I-Bp) 0 0 2 2
Af Ny, NzJyzo,
0 0 1 0 2 2 0 0 10 2 2

0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
) -l F) )l
cos\ -sin| 7 0 0 y(1+B) 0 0 0 cos| sin| ~ 0 0
x x 0 y(I-B) 0 0 x x]
=| sin| cos| 7 0 0| 0 0 10 -sin| cos| 0 0|
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

Donc les valeurs propres de A, sont y- (1+B),y(1-B),1.

En se servant des remarques du theoreme 5 on a :

1 ,
De plus iln( ] +B J = argth(B) =@ , les valeurs propres de M' peuvent s'écrire :

2 —
1+B 1,(1+B @ 1-B 1, (1+B _ -a
1—B —exp[zln(—l_ﬁjj—e , 1+P —exp( 21”[—1—[3)) e et l
Plus generalement : _
Y 18]
Calcul des valeurs et vecteurs propres de M = N [ —>]t[ —>]
L N e
On remarque que :
Y 8] 5 B+
5 181181 || (8] || 1,51, [8] 18 18]
d_. + + +
]y + D Bl |+ 1]+




B (1+B)1B B }
= -> >, |~ s | =T +B)Y >, |,
sl +v(B] | | ( +B)yB] | 8]
, 8]
de meme : >t > L. |=
] sy + LELBL BT+
1B+ L B+
ol + 8]+ ZELL 7| gl 3]+ (v 1[5
| s+ | | B-DB | | B
T il | iR [EJ'

Le produit des 2 premieres valeurs propres est P'= (1 + B)y(1-B)y=1, leur somme

estS'=2y+Ordet(M) =1 et Trace(M

)=y+3+y—1=2(y+1).

Donc la somme des 2 autres est S = 2. Donc les autres racines sont égalea 1.

_Siona:
tr >
Y 18]
a a l
>t > = alors
P L1l || 1] | (@)
8] 14y, +
(I+y) |
tr >
w+ (18 ](u] ,
>t > = 5
> ->
a[)ﬁ] +ul + h’ﬁ] [ﬂ;][u] [u]
(1 +7)
—
Une solution possible est a =0 et tout vecteur u tel que =
0
2 vecteurs propres possibles associes a la valeur propre 1 sont | _,
u
=9 > fr=9 tr—>> 0
avec [ﬁ][u]=0,[ ][v]=0, [v]lul=0. | | |et |
u v
0 > o

Plus genéralement tout vecteur de la forme

_)

2

¢

avec w | B estinvariant.

sont du genre espace .




On aura l'ensemble spectral suivant associe a M =

(9)Autres formulations :

![ [gl ’““’”’[ [5 ’(”’”]’[ z’”]’[ 3,1”-

On a vu qu'une matrice de Lorentz M sans rotation pouvait s'écrire sous la forme

t[—>

18]

M= ‘)_,) >t >
] ]
X=MX"'<e ;) = [,}5] Idm s [—>]t[—>]

=g+ [ |7 =oher+ [B][7])
j—@—[;] +ct’

(1+7)

- ->

[¥1=[r] +[18]

On trouve dans la littéerature d 'autres formes par exemple :
(a) forme symétrique :

[et] =[] + hﬁ][ DBl

(1+7y)
I L A
[r] [i’]—l-[’)ﬁ] (1+7) [r]—l—ct

Pour cela on remarque que :
> >

ct=1t'+ t[)ﬁ][r']=ct'+(y—l)ct'+t[yii)][7'] or
44
(1+7)

(b) forme avec double produit vectoriel note X :

comme‘yzﬁz=‘yz—1 ona =y—1.

c'est a dire sous forme developpée :




y=1 __ 7
On remarque que : ﬂz = (1+7) ,
[3] x ( [E] x [7’]) = (t[ﬁ][;])[i;]— ( t[E][ﬁ])[?’] - ( formule du double produit vectoriel)

etque

C11) 8= 181 UT811) = (81 TR (associativité de s composition d

applications ).
Ona donc :

v([Bler+ 7)) +%< 8] % ([B]x[))

Bl [P+ (= 0P 2= () - (e ).

~

-> -> ->

Bl 1 71 (=0 = LRI+ 7 (I )
Bl [P+ L BUBIR) - o )] BL G e |-




Chapitre III : Expression de la partie orthogonale .

Maintenant évaluons €et €2

Evaluationde e=+4+1 :
Comme

W=MW'= W= W'

avec tW=t(ct, vV, tV, tV3) C wr= t(ct', 0, 0, 0) .On en deduitque t=g-y-t'.
Doncsi €=-1, il y aurait un renversement du temps difficile a justifier physiquement .
Par la suite on suppose que €=+ 1 .

1 0
0 Q

A
Reste a evaluer . On posera 2 =

Remarquons tout d'abord que M est symetrique < €2 = ldg,

A
carM =82 =M Idy, avecS symetrique definie positive , par unicite de la decomposition 2= Id g,

Evaluons d'abord directement un cas particulier :

Theoreme 6 :
—_ — —_ — — —

9
Dans lecasou V/O0x//0'x" et de méme sens, Oy//0'y' et de méme sens, 0z//0"z' et de méme sens ,

Y vB 00
—
. -
M seréduita A,= vB v 00 avecﬁ=£,ﬁ=\/ﬁ'ﬁy’}’=;-
c
0o 0 10 [1—F
0 0 0 1
Démonstration :
> — — - — —_ —
Si V//Ox//0'x"de meme sens, Oy//O'y'de memesens,, 0z//0'z' de meme sens,
Y vB 00
: A B y 00
M s'ecrit sous ZaformeM=A0..Q avecA0= ,
0 0 1 0
0 0 0 1




A 1 0
et Q= ou €2 est une matrice orthogonale d'ordre 3,
2 2 2
puisque ] + —Y—— B = (1 +7)+7ﬁ) _ I1+y+y —1 _
(1+7y) ~ (1+7) (1+7)
B
2 1
cary —1= =5 — 1= =7 =yB.
1—p 1—p
1 0 0 0 o o
0 0
Al o, o; o, 7 0
SiX=M-X"etsi Q= 0 , X' = , X'y =
@, o0; o, 0 1
0 0
0«)4’2 ®,; o, [ 7] L~ ]
1Bw, , 1B, ; vBo, ,
A 10, , A T®, ; A Y, ,
Ao.QX1= ,Ao.QX2= etAo.QX3=
@; , @; ; @; ,
@, , @, 3 @, 4
Yo, , 1 Yo, ; 0
Les hypotheses impliquent que | @, , /| 0 |, | @ 5 /| 1 |et
0 0
@; , @, ;
1 0 0 0
A 0 o, , 0 0
dou: Q=
0 0 o, ; 0
0 0 0 @, ,
A 2 2 2
Comme L est orthogonal @, ,=@, =@ 6  =1I.

et X '3

NS S

ona.:



Yy +yB 0 0
A + 0 0 A
D'ou Ao.Q =Y Bty les sens des axes etant conserves nécessairement £ = Idg,
0 +1 0
0 0 +1

Bases standards et bases "paralleles" :
_)
Considerons les points O et Q' tel que Q' est un mouvement rectiligne uniforme de vitesse V dans R®.
> > > > 5 —
Munissons O d'une base orthonormaie di_)recte B( i, j, k ) telleque i //V //00".
Considerons le plan P defini par O, iet j. N N R
Munissons O' d'une bas_e)orthonormale directe B '(i "“Jj' k ') telleque i'//V /OO’ etj' dans le plan P

de meme direction que j .

Hypothese : Isotropie de ['espace .

(Voir aussi C. Semay , B. Silvestre — Brac : relativite restreinte p.105)

Nous traduisons I'hypothese enoncee dans l'ouvrage cite ci — dessus , en l'éenoncant sous forme
matricielle aux bases B et B'.

Consideérons une rotation d'axe 00" définie dans la base B :

1 0 0 0 100 0

0 1 0 0 , 010 0
R(op) = ) etune symetrie § =

0 0 cos(p) -sin(o) 0 0 1 0

0 0 sin(p) cos(e) 0 0 0 -1

par rapport au plan Oxy (changement de l'orientation de l'axe Oz).

m; ; mp;, m;; m;,
m,; m,, m,; m,, _ o
Appelons M = la matrice de Lorentz associeea OQet O': X =MX".
Mg M3, My 3 Mgy

My My, Myz My,

L'hypothese de ;isotropie de l'espace, dans notre cas particulier, se traduit par :

R(¢) -X=R(¢) -MX=M-R(¢)X' i+e R(9)M=M-R(¢) ou M="R(¢) -M-R(¢) V ¢.
etpar SX=SMX'=M SX' i-e SM=M-+S ouM=S8-M-S.

Si on fait une rotation d'axe O0'd'angle p =% :

10 0 0 Myp My My Mg\ L1 0 0 0
0 1 0 0 My My My3 My 0 1 0 0
0 0 cos(m) -sin(m) my o, omg, omg g omg 0 0 cos(m) sin(m)
0 0 sin(m) cos(m) || my, my, my; m, |00 -sin(m) cos(m)



m; , m, m;; ~m;, m; , m;, m;; m;,
m,, m,, m,; -m,, m,, m,, m,; m,,
My Mg, My Mgy m; g m;, m;; m;y,
Mmyp ~My, Myz; My, My My, My 3 My,
mp; m;, 0 0
m, ; m,, 0 0
DoncM =
0 0 ms ;o m; .,
0 0 my; my .,
On a en faisant maintenant une rotation d'axe O0'd'angle ¢ =1 :
1 0 0 0 0 0
m m
L1 M2
0 1 0 0
m, ; m,, 0 0
n (T
0 0 cos > -Sin > 0 0
m; 3 m;y
(= /4 m m
0 0 sin| — cos| — 0 0 43 4,4
2 2 -
m;, m ., 0 0 m;; m;, 0 0
m, ; m,, 0 0 my, ; m,, 0 0
0 0 my, -my; 0 0 m; ;3 m;
0 0 —my o, omg g 0 0 my; my;,
'_\ _ _ - - i J
doum4’4 =mj el m;  =-my ; etdonc :
m; ; m;, 0 0
m, ; m,, 0 0
M=
0 0 m; 3 mg,
0 0 “my o, omg g
En apliquant l'egalite : M =S8 M - S,
r 1| m m 0 0 -
100 0 L1 L2 100 0
010 m, , m;, 0 0 010
00 I 0 0 my; my, [0 01
0 0 0 -1 _ 0 0 0 -1
! ! 0 0 m; o M3z |1 !

S




mp;; m; , 0 0
m, ; m,, 0 0
= etdonc m, ,=0 et,
0 0 m -m 54
3,3 3,4
0 0 my, m,;
m; ; m, 0 0
m, ; m,, 0 0
M=
0 0 m; ; 0
0 0 0 ms ;

-> > > -> > > . .
B( i,j, k) etB '(i ik ') ont donc leur composantes paralleles 2 a 2 pour les 2 observateurs O et O
’

On peut donc appliquer le theoreme 6 :

Y vB 0
M=A,- B v 0
0 0 1
0 0 0

0

0
0
1

On appelfera par la suite bases standards associées au mouvement relatif de O et O' les bases B et B!

definies ci-dessus.

On peut maintenant introduire la définition suivante :

> > >

- > —

De¢finition : 2 bases B = (il,jl, kl) etB'= (iz Vb k, ') associees a O et O', sont dites
(a composantes) paralleles si le meme operateur orthogonal Q transforme simultanement B et B'
en 2 bases standards associées a O et O'.

Theoreme 7 :

Dans le cas ou les 2 bases spatiales associees a O et Q' : B et B' sont a composantes paralleles 2 a 2

_)
(iCi V' n'est plus necessairement parallele a

1 0
R=

associeesa OQetO’'.
Demonstration :

—

A ->
Ox) sona Q=ldy, etA(B) =RA, 'R avec

ou Q est l'operateur qui transforme simultanement B et B' en 2 bases standards

Notons B et B’ les bases spatio — temporelles associees aux 2 bases spatiales a composantes paralleles,
QI et B', les bases spatio — temporelles associees aux 2 bases standards .

M la matrice de passage de la base B a la base B'.

On a le schéma suivant: 8 —— ®B' ,
R

JR



A,

B — B
1

>, A
Comme M=RA0tR < A= ‘RMR et comme M est de Lorentz, elle est de laformeM=A< ﬁ) Q.

A A
En lisant le schéema ci — dessus A0=tR]|ﬂ?t=tR (A(B) .Q)R = (TA(})R) ( tRQR).

t - A
On remarque que RA( B)R est symétrique et que ‘R QR est orthogonal .

Comme Ay=A,- ldg, = (tRA(E)R) ( 'R ?ZR ) , par unicite de la décomposition
A L A -> .
RQR =1Idy, . Onendeduitque 2 =Idg, et que A(ﬁ) =RA,R.

Comme
T10 o o ||l y yBool[10 o 0
01 0 0 B y 00|01 0 0
0 0 cos(e¢) -sin(o) 0 0 1 0 0 0 cos(p) -sin(@)
0 0 sin(g) cos(g) 0 0 0 1]||0 0 sin(p) cos(g)
Y vB 00
B v 00
0 0 10
0 0 01

Ao est invariant par une translation autour de OO’ et donc RAo 'R ne dépend pas

du couple de bases choisies.

Evaluation de Qdans le cas géneral :

Theoreme 8 :
Considerons maintenant O et Q' munis de 2 bases spatiales quelconques B et B',
Munissons O et Q' de 2 bases standards B, et B ', .

Onnote B, B', QI , B', les bases spatio — temporelles correspondantes

Soit R et T les 2 operateurs qui permettent de kasser respectivement de B a B’
_)

et de QI a B -Alors A(B) = (RA0 tT)et Q=R'T.

Demonstration :

On a le schema suivant :

e M @ ,

R ] JT



A,

B — B
1

; ; > A
Comme M =RA,T <> A,="RMT et comme M est de Loreniz, elle est de ZaformeM=A(ﬁ> Q.
> A -> A
En lisant le schéma ci — dessus A, = tRMT=tR(A(B) .Q)T= (tRA<ﬁ>R> ( tR.QT).
Comme A,= A - Id —<’RA(_))R)<’R.?2T) cité de la dé ti
omme Ay=A)- Idg, = B , par unicité de la decomposition

A . A t e t
RQT=1Idy, . Onendeduitque Q@ =R'T etqueA(B) =RA,R.

Comme au théoréme précédent R 'T et RA, 'R ne dépendent pas

du couple de bases standards choisies.

] A -
Consequence: Q=M ( 0 )
Les operateurs R et T sont independants du module de la vitesse relative de O et O' et

Qest donc indépendants du module de la vitesse relative de O et O’ .
-> ->

A
Comme _lim  A(B)=Idg, ona _lim M(B)=Q=R'T.

%
I8l — 0 , I8l — 0
Si la vitesse est nulle O = O' indefiniment .
On peut donc interpreter £ comme la matrice de passage de B a B' si la vitesse relative est nulle .

Remarque : N « M J « Woodhouse dans Special relativity p.82 propose la decomposition :
0 1 0

0 H

M=1€I.A0-tIA( = A, .| ouH etK sont 2 matrices orthogonales 3 X 3 .
0 K

On peut alors écrire : M=I/\{.A0-tIA( = [I/\{.Ao‘til]. (I/\{tIA() =A-Q

t/\

par unicite A =1€I.A0 ‘H aH'K=Q.



Chapitre IV :

#Exemples numériques :

#Pour illustrer cette étude des matrices de Lorentz on va donner plusiurs exemples numériques

#qui permettrons de verifier la justesse des formules données précédemment .

#Pour cela on va utiliser le logiciel Maple de Maplesoft approprié aux matrices de petites dimensions .
#Liste des exemples :

#(I)un proramme qui génére de facon aléatoires des matrices de Lorentz .
#(2)Maintenant un programme qui génére 2 matricesde Lorents symétriques etleur produit qui n'est pas symétrique.
#(3)Décomposition polaire : M = A- S .

#(4)Un programme qui donne les parties symétriques et orthogonale d 'une matrice de Lorentz.
#par la formule :C-1.771

t
#(5) Transformation d 'une matrice de Lorenty symétrique M sous la forme M =A « Ao.A

#et d'une matricede Lorent; M non symétrique sous la forme M =A + Ao + B.
1

1 0 0 ’ 1 0 0
0 1 0 i 0 1 0 _7/
i ; . —— B.BUT| = B BUT,
#(6)verification de la formule : + 1+y BB 1+y B-p
0 0 1 0 0 1
1 0 0
L 01 0. Y
#(7)Veérification de + 1+7 B pAT| - B=y B
0 0 1

#(8)Veérification de la formule (cas du produit de 2 matrices sans rotation ) :

Y'B'B%T

T+7 ).(}/I'jaﬁl-ﬁZ%T-#CI-CZ).

#Q:= [Id—

#Exemples :

#(I)unproramme qui génére de facon aléatoires des matrices de Lorentz :
#Cas général :

N
#O0n génére aléatoirement le vecteur 3 ce qui permet de construire la partie symétrique de la matrice.
- > —

#On génére aléatoirement trois vecteurs wl, a2 et 3 etpar la méthode de Gram — Schmidt

#on obtient un systéme ortonormal de 3 vecteurs ce qui permet d'avoir la partie ortnonormale
fde la matrice.

#En retour on aura la matrice gérale , vérification qu 'elle est bien de Lorentz , la partie symétrique,
#la partie orthogonale etla vérification que cette derniére est bien orthogonale et finalement 3
#On se limite a 10 chiffres significatifs.

restart :
with(RandomTools) : with(LinearAlgebra) :

randomize( ) :

rl :=proc()
local G, co, B, 4 M, A fx, By, Bz, Q, GS, wl, 02, a3 :
unprotect(y) :
1 0 0 0
0 -1 0 0
G :=
0 0 -1 0
0 0 0 -1



co ‘= e

e =

valj(\/T) :

Genemte( float(range =-1 ..1, digits=10) )
co

Genemte( float(range =-1 ..1, digits=10) )
co

Genemte( float(range =-1 ..1, digits=10) )
co

[11:0y:=B2]:B:=PB3]:

1

wl =

V 1-(Be 4 2+ f2)

14 By By By

por 1t ey P
By %ﬁyﬂx 1+ :H B yi, By
Be-y %-Bz-ﬁx %-Bz-ﬁy 1+%-ﬁz2

Generate(float(range =-10..10, digits=10) )
Generate(float(range =-10..10, digits=10) )
Generate( float(range =-10..10, digits=10) )
Generate( float(range =-10..10, digits=10) )
Generate(float(range =-10..10, digits=10) )
Generate( float(range =-10..10, digits=10) )
Generate( float(range =-10..10, digits=10) )
Generate( float(range =-10..10, digits=10) )

Generate(float(range =-10..10, digits=10) )

GS = GramSchmidt( {©l, 2, 3}, normalized);

M:=A

1 0 0 0
0 GS[1]1[1] GS[2][1] GS[3]1[1]

0 GS[1]1[2] GS[2]1[2] GS[3]1[2]

0 GS[1]1[3]1 GS[21[3] GS[3]1[3]
e Q:

fx

return M, M%T+-G-M, A, Q Q-Q%T | B

Pe

end proc:




pl ( );
1.37137909400000
0.407386895800000
0.617131505500000
0.577810731800000
0.999999999726752

1.35069122553233 10—10
—2.73939648742783 10—10

—7.82773845742213 10—12

1.371379094
0.4073868958
0.6171315055

1 0

0  0.7375437000
0 0.2225070544
0 —0.6375891314

1. 0.
0. 0.999999999352344
0. 2.12288964185348 10—10

0. 2.59283428061252 10—10

0.0693759093241285
0.749462011891991
0.240561552388650

—0.620684982570698

0.4073868958
1.069986314
0.1060190203
0.5778107318  0.09926397720  0.1503703932

—0.143325946099933
—0.871069471880707
—0.469782553941856

1.35069122553233 1010

—0.999999998551066

1.71263558890189 10—10

—2.41488051777594 10—10

0.6171315055

—0.867398928126097

—0.292339217513503
—1.09680276211141

—0.681133160210365

—2.73939648742783 10—10

1.71263558890189 10—10

—3.83972298401147 10—11

—0.351406747366782
—0.720283663541724
0.346417572003398
—0.696184609664106

: 0y

—7.82773845742213 10—-12
—2.41488051777594 10—10
—0.999999998495485 —3.83972298401147 10—11

—0.999999998796079

0.5778107318

0.1060190203  0.09926397720

1.160603294

0 0

0.

2.12288964185348 10—10

0.999999999860575

—1.43071110514370 10—10

0.1503703932
1.140789485

>

—0.659914360441726
0.437868228763262
—0.610560767365580

0.
0.2970636621
0.4500079578
0.4213355259

2.59283428061252 10—10

—1.43071110514370 10—10

0.999999999113585

#(2)Maintenant un programme qui génére 2 matricesde Lorentz symétriques et leur produit qui n'estpas symétrique :

p2 -'=pr0c( )
localM1, M2, M ;
M1 = p1()131;
M2 = pi()131;
M := M1 - M2;
return M1, M2, M;
end proc:
p2();
1.368682988 0.3848997155  0.7760112340  0.3506449710
0.3848997155 1.062544372 0.1260981333  0.05697813945 2
0.7760112340  0.1260981333 1.254231334 0.1148758352 ( )
0.3506449710  0.05697813945 0.1148758352 1.051907282
1.705641095 —0.8360995954 0.8859238484 0.6521410478
—0.8360995954 1.258372234 —0.2737689683 —0.2015252013
0.8859238484 —0.2737689683 1.290083214 0.2135343479 |
0.6521410478 —0.2015252013 0.2135343479 1.157185647



2.92882429158172 —0.943119770924961  2.18316911404290  1.38647374570310

—0.0830210202213288  0.969257551838184  0.224944035647489  0.129740003136537
2.40423475039461 —0.856664283201202  2.29555782999394  0.881410965250509
1.33819823203237 —0.464909675392575  0.667863617876428  1.45896939303546

#(3)0On considere la décomposition polaire : M = A- Q qui correspond aux changements de base

#M: B3 o M: B B0 "B X=M X"
#Ce qui revient a réorienter les axes Ox'y'z’ selon les axes Oxyz
#puis d'appliquerl’opérateur symétrique ad hoc dans cette situation .

Un programme qui donne les parties symétriques et orthogonale d 'une matrice de Lorent;
#par la formule :Q=A"1M .

# En entrée on a Lt)l matricede Lorentz consideérée .

#En retour on a P, les parties symétriques et orthogonale de la matrice la vérification que

#Q2 est bien orthogonale .

p3 =proc(M)
local B, v Bx, By, Be, © Aginv;
v:=M[1][1]:
M[2][1] M(3][1] M[4]111]
11 = ——: 2] = ——: 31 =" :
Bl y Br21 v B3 v

B = BUIY iy = B2 2 fo = PL3) -

14 ey By By
7 7 7
Py I+ v+ 1 - Bx? v+ 1 B By — Br-fe
A@iny = 2 2 2
By Py By- B 1+ 7 B2 Py BB
_r ¥ 7
By . Bz Bx 1 Bz By I+_}’+1 B2
Q := Aginv M :
px
return By , Aginv, Q, Q « Q%T;
B
end proc :
M = p2()131;
p3M);

1.38083390331948 0.932012422794345 —0.143386261535510  —0.132270532031612
—0.125725949457531 0.159105358690483
—0.0311942286970146

0.891753407171495 1.32442538856998
M =
—0.0627733200163432  0.0563998342199275 0.999893227938980

—0.327929322210753  —0.333711858912975  0.0704708246877686 0.995594244327785

1.38083390331948 —0.891753407171495 0.0627733200163432 0.327929322210753
0.645807873798396

—0.891753407171495 1.33401075904255 —0.0235120652163062 —0.122827589940295
—0.0454604423207151 | ,

0.0627733200163432  —0.0235120652163062 1.00165508803465 0.00864621940118425
—0.237486435857652

0.327929322210753 —0.122827589940295  0.00864621940118425 1.04516805654341



0.999999998566135

2.48552607731753 10—-10

—4.91833422936703 10—11

—4.14943236258999 1010

2.48552607731753 1010

0.999999999957519

—5.79414641266318 10—12

3.58315876969328 1010

0.999999999283068 4.29898894260816 10—11  —4.47618851706633 10—11  —3.12159520454713 10—10
2.68530746250217 10—10 0.975335411132845 —0.0720198983434591 0.208647957072290
—1.89027157641852 10—11 0.0809733729268503 0.996112690509814 —0.0346816876264137
—9.87482318137722 10—11 —0.205339106119544 0.0507212069135954 0.977375675632391

—4.91833422936703 10—11

—5.79414641266318 10—12

0.999999998774467

—7.61509605373689 10—12

—4.14943236258999 10—10

3.58315876969328 10—10

—7.61509605373689 10—12

1.00000000065062

#(4)Un programme qui donne les parties symétriques et orthogonale d 'une matrice de Lorentz

1 0 0 M[2][2] M(2][3] MI(2](4]
Y
#par la formule :C-1.777=|| 0 1 0 —T'B-[}%T M(3102] M(3][3]1 M[3104]
Y
0 0 1 M(4]112] M[41[3] M(4]1(4]
# En entrée on a la matricede Lorentz considérée .
#En retour on a la partie orthogonale Q2 de la matrice M , la vérification que
#C2 est bien orthogonale et que M = A- €.
p4 =procM)
local B, Bx, Py, Pz, % Cinv, N, A, Q:
unprotect(y) :
yi=M[11]:
M(2,1]
Y
M[3,1]
B = _—
Y
M4, 1]
Y
1 0 0
0 1 0 4
iny ‘= — —— .B.p8%T;
Cinv 1+ B prT.
0 0 1
1 0 0 M(2][2] M(2](3] M[2][4]
Y
N = 0 1 0 _T.ﬁ.B%T' M(3102] M(3][3]1 M[31[4]
Y
0 0 1 M(4](2] MI(4]1[3]1 MI(4][4]
1 0 0 0
0 NI1L11 NI2] NMI3]
Q=
0 N2,11 NM22] N23]
0 N3,11 N32] N3, 3]

Px = BLI: Py = PI21: = P31:




Y By By Bz-y
7 7 7
. . Rx2 By —— By
By 1+ Be By o Bk
A= .
7 7 7 ;
By g BB 1T B T Bk
d 7 7
. — B, —— B —— B2
R ¥ el 3 R Rl
return "M:", M, B Q QAT A-Q:
end proc:
p4M);
1.62544210582349 —0.620767627885989 —0.531312165942930 —0.987125611695587
A —0.742738427361049 1.16928792128352 0.202238837494802 0.378847701738497 4
*| —0.498020524205100  0.0655819952579160 1.09942281087722 0.187063969441193 | ( )
—0.917811105247344 0.117546614876760 0.180725079895222 1.34011136198897
1 0 0 0
—0.456945482524434
0 0.993672557106914 0.0519304525664274 0.0995895445522121
—0.306390810488319 s
0 —0.0521715132503900 0.998638122894378 —0.000184042385260623
—0.564653211553392
0 —0.0994634731377091 —0.00501285935373779 0.995028586607148
1. 0. 0. 0.
0. 1.00000000003526 —4.98607929168846 10—12  1.02634983845107 10—11
0. —4.98607929168846 10—12 1.00000000116444 1.69018843788459 10—11
0. 1.02634983845107 10—11 1.69018843788459 10—11 0.999999999412934
1.62544210582349 —0.620767627787629 —0.531312166142487 —0.987125611643738
—0.742738427361049 1.16928792131431 0.202238837521153 0.378847701787455
—0.498020524205100  0.0655819952785598 1.09942281089489 0.187063969474021
—0.917811105247344 0.117546614914805 0.180725079927785 1.34011136204947

t
#(5)Transformation d 'une matrice de Lorentz M symétrique sous la forme M =A + Ao.A :
#D'abord un programme qui construit une base orthormée a partir de 3 :

p5 =proc( p)
local A, cl, c2, ¢3,dl1, d2, d3, ¢, d;
with(RandomTools) : with(LinearAlgebra) :

randomize( ) :
if Norm(f3,2)=0 thenprint( "BZOH);return send if}

cl = Generate(ﬂoat(range =-1.1 ));

c2 = Generate(ﬂout(range =-1.1 ));
1

));
=-1.1 ));
1..1 ));

d3 = Generate(ﬂoat(range=—I..I ));

c3 = Generate( float(range =-1
dl = Generate( float(range

a2 = Generate( float(range



A = GramSchmidt([ B, ¢ d|, normalized) :

1 0 0 0
0 A1) Al2)[1] A[3)(1)
Ty AI2] AL2[2] Al3[2]
0 ALII[3] Al21[3] A31[3]
end proc:
#le programme final :

#0On donne la matrice de Lorentz M symétrique en entrée et on obtient A, Ao et

t
#A4 Ao -A=M, la décomposition n'est pas unique .

p6 =procM)
localy, 3, A, Ao :
unprotect(y) :
#ealcul de A
Y= M[I11[1];
M(21[1]
Y
M(3111]
B=| —— |
Y
M[41[1]
Y
A = p5(p):
#ealculde Ao
Y y-Norm(f3,2) 0 0
Ap = y-Norm (3, 2) Y 0 0 .
0 0 1 0
0 0 0 1

return A, Ao, A » Ao.A%T :
end proc:

#programme pour transformer une matricede Lorentz M nonsymétrique sous la forme M =A + Ao « B,
#il donne A ,A0,B ,A Ao *B :

p7 i=proc(M)

localy, 3 A, B, Ao, Bx, ¥y, Bz, & N:
unprotect(y) :
#calcul de A ,Ao

A= p6(M)[I]: Ao = p6(M)[2] :
#calculde Q :
Q = p3(M)[3]1;

#calcul de B:

B := A%T-Q:
N:=A-MNo*B:
returnA, Ao, B, N:
end proc:



#A=p2( )111;p6(A);

M = p1()113;
p7(M);
1.14630177500000 —0.187578579359841 0.456368299099120 0.265612520527367
0.183822213000000 0.394658776379304 0.851535493083302 —0.391052887222597
M =
—0.463019536400000 0.104666235055864 —0.576945157041309 —0.933041454534980
—0.256573697000000 0.931920142736560 —0.387677203626374 0.216936152945549
1 0 0 0 1.14630177500000  0.560363952331461 0 0
0 0.328040753250266 0.0775274998606912 0.941476898823284 0.560363952331461  1.14630177500000 0 0 5
0 —0.826283586795056 —0.459507533735608  0.325742629317178 | 0 0 1 0/ ( )
0 —0.457869739758195 0.884783765793880 0.0866774968671706 0 0 0 1
1.00000000029561 —1.63093039073914 10—10  5.90026638658259 10—12  —7.45295700155246 10—11
—7.71801484377995 10—11 —0.334744193368859 0.814414091589783 0.474000012971911
—6.14795999036710 10—18 0.807049798004479 —0.0118824321028395 0.590363811326780
6.17397736510085 10—17 0.486432880739307 0.580162473236776 —0.653295153483057
1.14630177529561 —0.187578579403134 0.456368299204451 0.265612520588671
0.183822213042427 0.394658776292668 0.851535493202813 —0.391052887232183
—0.463019536506866 0.104666235532494 —0.576945157289849  —0.933041454418524
—0.256573697059218 0.931920142085773 —0.387677203752586 0.216936152344186
1.241716459 0.3868137862 —0.01793713486 0.6260296461
0.3868137862 1.066745687 —0.003095097519 0.1080229825 6
A=
—0.01793713486  —0.003095097519 1.000143524 —0.005009187556 ( )
0.6260296461 0.1080229825 —0.005009187556 1.174827247
1 0 0 0 1.241716459  0.7361112442 0 0
0 0.5254827843 0.214368773706647 —0.823355252697488 0.7361112442  1.241716459 0 0 6
0 —0.02436742407 —0.963548601974385 —0.266421320706501 | 0 0 1 0] ( )
0 0.8504552145 —0.160062863999307  0.501104587495512 0 0 0 1
1.24171645900000 0.386813786156753 —0.0179371348501167 0.626029646081973
0.386813786156753 1.06674568698906 —0.00309509774445957 0.108022982466224
—0.0179371348501167  —0.00309509774445957 1.00014352415918 —0.00500918760113681
0.626029646081973 0.108022982466224 —0.00500918760113681 1.17482724744993
-1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 i 0 1 0 !
srificati . —— .B.B%T| = - ——— .B.[%T:
#(6)vérification de la formule : + T+7 Bep 1+7 B prT;
0 0 1 0 0 1
unprotect(y) : Digit=16 :
B=p1()i61;y:= ;
1— (Norm(f 2))2
—0.008610915414
B = —0.3926553995
—0.4894613276
y = 1.284401838 @)



1 0 0 1 0 0
0 1 0 r 0 1 0 4
= ——— .B. BT = - ——— .B.uT:
a t Ty BP Ty BB
0 0 1 0 0 1
0.999958310463802 —0.00190103150520501 —0.00236971503647201
a:=| —0.00190103150520501 0.913313480710222 —0.108058360767806
—0.00236971503647200 —0.108058360767806 0.865300747711506
0.999958310463786 —0.00190103150594011  —0.00236971503738834
p:=| —0.00190103150594011 0.913313480676701 —0.108058360809590
—0.00236971503738834 —0.108058360809590 0.865300747659420
1 0 0
#(7)Veérification de I 0+ I__’_Y'B-B%T B=vPB:
0 0 1
1 0 0
0 1 0 _/_L.B.ﬁ%r By B
I1+y ’
0 0 1
—0.0110598755850366
—0.504327316838143
—0.628665028823940
—0.0110598755846041
—0.504327316818424
—0.628665028799360

#(8)Verification de la formule (cas du produit de 2 matrices sans rotation )

.3« 35T
#Q = [Id - %
unprotect(y) :
1 0 0
Id = 0 1 0
0 0 1

a = pl( ) :MI == a[31; Bl :== a[6] :yl =

a ::pl( ) M2 = a[3]; 32 :=a[6] : 2 =

M = M1 - M2;

=y -2.(BI%TB2 + 1); of == ML, 11;

YIZ %T
Cl= 1 + Bl - BI*T:
f)al
C2:=1Id + B2+ 2T ;

1+

].(yz-yz-ﬁz - B2%T +C1-C2) :

1— (Norm(pl, 2))2
1

s 2.B2 = 2 - B2;

\ 1 — (Norm(B2, 2))?

;BI =, A - BI;

®

®



M2, 1]
M1, 1]
1Bl +CI-B2 M(3, 1]
b=y YT i |
M4, 1]
M1, 1]
"FY'B:"’ B
M[2,1]
u,Yl . Bl :u’ M(3, 1]
M4, 1]
aﬂ-ﬁ-ﬁ%f]
C:= [Id-f— 1+y :
y.ﬁ.ﬁ%r]
= _ = 32« BI + B2%T .C2):
Q [Id Tty (Y72« B1 - 2%T + C1 - C2);
Q1 == p3(M)[31;
"CQ="co;

"vérification de l'orthogonalité de Q"', Q%T - Q;
Bloc = (yl-2 Bl - 25T+ C1-C2); "M=", m;

1.094952487 —0.2539834648 —0.2300330515 0.2854787980
—0.2539834648 1.030791916 0.02788826564 —0.03461028101
Ml =
—0.2300330515 0.02788826564 1.025258427 —0.03134656248
0.2854787980 —0.03461028101 —0.03134656248 1.038902144
Yl = 1.094952487
—0.253983464845897
y1.BI 5 —0.230033051513705
0.285478797969767
1.638170280 0.8327160307 —0.5379022638 0.8371660729
0.8327160307 1.262839739 —0.1697842786 0.2642443568
M2 =
—0.5379022638 —0.1697842786 1.109674060 —0.1706916074
0.8371660729 0.2642443568 —0.1706916074 1.265656481
Y2 = 1.638170280
0.832716030705982
1225 —0.537902263803150
0.837166072928481
1.94495098291234 0.705536233442017 —0.849845567264778 1.25012617845242
0.398313074866063 1.07634833098581 —0.00153941170382430  0.0111895876706808
M =
—0.931341409991784 —0.338689714120093 1.26205358646206 —0.399883538410058
1.32543736156987 0.473861715598860 —0.359799754262568 1.55009141958829

Y = 1.944950983
¥ = 1.94495098291234



0.204793374191607

Bi=| —0.478850838892369
0.681475971905856
0.204793374416889
ff=| —0.478850839005314
0.681475971998628
0.398313074445852
"WEB =" | —0.931341409814088
1.32543736144917
0.398313074866063
"yl * [31 =" | —0.931341409991784
1.32543736156987
0.980922529528066  0.113404640943630  —0.157893566680858
Q= | —0.115563721858629  0.993289735023370  —0.00453085372986185

0.156320239142954  0.0226911845224586 0.987445741923861

0.999999998911629 —5.99240324028472 10—10  1.17939602528594 10—10  6.07358607851438 10—10
1.47205275746742 10—10 0.980922530025584 0.113404641007299 —0.157893566935660
Ql =
—3.44197559343229 10—10 —0.115563721969872 0.993289734916023 —0.00453085341501858
4.89844609319334 1010 0.156320239228924 0.0226911845669175 0.987445740927857
1.07634833046138 —0.00153941164370804  0.0111895876454864
"C'Q :"’ —0.338689714138731 1.26205358651223 —0.399883538411865
0.473861715729400 —0.359799754263803 1.55009142019491

"verification de 1'orthogonalite de Q",

0.999999999911268 —1.76368924861377 10—11  1.36538543895174 10—11
—1.76368924861377 10—11 1.00000000014538 —2.01605528363526 10—10
1.36538543895174 10—11 —2.01605528363526 10—10 1.00000000027829
1.07634833045804 —0.00153941163968860  0.0111895876395738
Bloc .= | —0.338689714130929 1.26205358650283 —0.399883538398040
0.473861715718296 —0.359799754250428 1.55009142017523
1.94495098291234 0.705536233442017 —0.849845567264778 1.25012617845242
V=" 0.398313074866063 1.07634833098581 —0.00153941170382430  0.0111895876706808 10
Y| —0.931341409991784  —0.338689714120093 1.26205358646206 —0.399883538410058 ( )

1.32543736156987 0.473861715598860 —0.359799754262568 1.55009141958829



Annexe :

Demonstration du Theoreme 3 : (J-M. Souriau."Calcul Linéaire " « PUF 1964 +p.378).

Soit X € R tel que XX =1 .Soit N la matrice definie par :
o ; etant la matrice nulle de M I(R) ,
" —

n —

0 p.¢
N= Y © .Onaalors Vaa €ER:
n—1
ch( a) sh (a) X
M=exp(aN) =
A (14, +(ch( @) -1)XX)
R —1
est une matrice de M ( R) deLorentz de determinant égala I .
n
_Démonstration :
1 0
OnaN° = n— 1 ¢ en notant 0"~ la colonne nulle d'ordre n — 1,
0 XX

puisque XX=1et ona N°=N.
En remarquant que pour toute matrice carree A et tout @ € R,

+wAn . aZn—l—I + o aZn
A=, — , sh(a)= —— , ch(a@) =
exp(d) ,,Z;:,n/ sh(er) ,,Z;:, Catns > Mo ,,Z;:, (2n)!
2N2 3N 4N2
()4 (14 ()4
donc exp(aN)—Idm-l-aN+ T T A T
2p—1 2 2
PTN @ N

(2p—1)! (2p)!

=Idm +sh(a)N+ (ch( @) -1)N°.

Verifions que M est bien de Lorentz : MGM=G?
On remarque que M est symetrique :

ch( @) sh(a)X || 1 ‘0
sh (@)X (Idm_l + (ch( @) -1 )X‘X) 0 -k, _,
ch( a) - sh (@)X
| sh (@)X —(Id _,H(eh( @) -1 )X’X) “

ch( a) -sh (e) X
+ (ch( @) —1)X’X) [



[ch( a) sh(a)tX},

[(sh (@)X (Id + (ch( @) -1 )X’X) H

m—1

a b
c d

.Calculons a, b, ¢, d .

a= chz( a) —shz(a)tXX =1, car 'XX=1.

b=ch( @) sh(a)'X - sh(a)tX(Idm + (ch( @) —I)XtX)

(e
—ch( @) sh(a)'X - sh(a)X -sh(a)(ch( a)-1)XXX
=ch(a) sh(a)X - sh(a)X-sh(a)ch( @)X +sh (a)X=0,

c=ch(a) sh(a)X - (Idm_1+(ch(a) —I)X’X)sh(a)X
=ch(a) sh(a)X- sh(a)X - sh(a) (ch( @) -1)X=0,

A+ (ch( @) -1 )X’X)Z or

d=sh’ (&) X'X - (Id

(Id

. (ch( @) -1 )X’X) (Idm

,t(en( @) -1 )X’X)

=14+ (ch( @) -1)XX +(ch( @) -1)XX + (ch( @) -1 )’ XXXX,

on remarque comme XX =1 :X (XX)'’X =X'X (association du produit matriciel) ,
et (ch( @) -1) =ch’( @) —2ch( @) +1
- +(2(ch( @) -1) +ch’( @) —2ch( @) +1)X'X

=1d +(ch’( @) —1)X'X =1d +sh’( @) X'X
R —1 R —1

finalement :
2 } ) )2 _
sh’ (o) XX (Id _,t(eh( @) -1 )XX) o
a b 1 ‘0
Donc =
c d 0 -Idm _
et M est bien de Lorentz .
Une autre demonstration possible est de calculer :
ch( o) sh (@)X || 1 )
exp(aN)G= ¢
; 0 -1d
sh (@)X (Idm_1+(ch( a) I)XX) o 1
ch( a) -sh (o) X

et

sh (@)X —(Idm_1+(ch( a) —I)XtX)



1 0 ch( a) -sh (@) X

Gexp(-aN) =| I | -sh (@)X (Idm _ H(eh( @) -1 )X’X)
ch( a) -sh (@) X
| osh (@)X (Hdy, o+ (ch( @) -1)XK)

donc exp(aN) G=Gexp( -aN) = exp(aN)Gexp(aN) =G
comme M=exp(aN) est symétrique ‘MGM =G et M est de Lorentz .
Pour une troisieme démonstration voir : J.M. Souriau : Calcul linéaire .PUF .

Montrons rapidement que det(exp(A)) = el pour4 €M, (R) :
Considerons A comme élement de M, ( C). A est alors trigonalisable et peut s'écrire :

A =P 'BP avec B trian gulaire superieur dont la diagonale est composée
des valeurs propres )ll. de A.

en s'appuyant sur la definition de ['exponentielle on peut ecrire : exp(A) =P_Iexp (B)P.
En developpant exp(B) en serie et en remarquant que B triangulaire supérieur ¥ k > 1.

Alors exp(B) a pour diagonale les e i

2

a 2h
Doi det(exp(A)) =det(exp(B)) = [ Je T=e ' ="
i

Comme @ est de trace nulle det(exp(aN) ) =1 .

Lemme 2 :
Si M est une matrice de Lorentz dont la premiere colonne K, est

dela forme:K,= t( a, 0,.., 0) alors M est de la forme :

t

e 0 . ¢ t
M= oug=141,0=(0,0,0), Q2=1Id (1).
0 Q o
Reciproquement toute matrice de cette forme (1) est de Lorentz .
Demonstration :
soit M=|® T CEMR),'L=(1,1,1
oit = ) avec 3( ) » —(1, » 3) .
Comme( G)M= Gona:

™M

a 0 a 'L
G:
L

C 0 C



2
o o'l

ol L'L-'cc

par identificationa=41, L =0, 'CC =Idm ,

Si Mest de la forme (1) un calcul immédiat montre que MGM =G .

Théoreme 2 :
Toute matrice M de Lorentz peut se mettre sous la forme :
e 0 . 0 X
M =exp(aN) oux € R, N= , X
0o Q X o
c Rn —1
telque :  'XX=1 , 'QQ=Id, _,
Démonstration :

Soit M une matrice de Lorentz M = (mi’j) et M, la premiere colonnede M.

Si M, = (m“ ) alors :
t _ 2 2 2 _ _
M,GM, = mp [ -my oy —.e-my = GI,I_I'

On peut poser t]‘41= (BY)avecB=m, et 'y = (my 30w my )

Ona doncﬁz ~ 'YY=1 donc |B| = 1.0npeut poser B=g-ch(a) avec

e=tletaER.

— _ 2
Deplus 'YY = ﬂz—l—sh (a).

Si ¢ # 0 posons X=L, ona XX=1.
e-sh(a)

Sie=0 ona 'M,=(£0,0,0) ..

Danns tous les cas tMI =g(ch(a), sh(a@)X) avec Xx=1.
d'apres le lemme 1 M, est la premiére colonne de g-exp( @N) avec
0 X
X o

On remarque que exp( - aN) -M est une matrice de Lorentz puique M et
exp( -aN) lesont .Calculons la premiere colonne K 4 de ce produit :

N=

ch( @) (sh(e))'x

K, = -M,

(sh (@))X .+ (ch( @) -1)XX

En remarquant que XX =1, chz((x) - shz(a) =1 , etque
(Idm + (ch( @) -1)X'X ) X=ch( a)-X



on obtient : tKl =(&,0,..,0).Onpeutalors appliquer le lemme 2 et
le theoreme 2 est demontre .
Théoreme :
La decomposition du théoreme precéedent est unique .
Démonstration :
Elle decoule des resultats qui suivent :

Lemme :
Toute matrice carrée symeétrique A d'ordren > 1, a coefficients reels , est diagonalisable .

De plus les sous — espaces propres de A sont orthogonaux2 a 2 .
On peut donc écrire que A =PD ‘P avec P matrice orthogonale , D matrice diagonale.

Deéemonstration : (D 'apres J. Grifone Algebre Lineaire .Cepadues éditions 2002 )

. _ Ly —
On note, si A_(ai’j)izl,n;j=l,n alors A_(aj’l')i=1’n;j=1,n

et si A est symétrique ‘A=A .
(a) Montrons que toute valeur propre de A est reelle .

On peut considerer A comme un operateur de O' dans O et
P, (X)le polynome caracteristique de A .Comme

polynome sur C, il admet au moins une racine A, montrons

que cette racine est reelle .Soit X = (xl s Xggerens xn) #*0,

le vecteur propre associe a A. _
Comme A est symetrique on a , en notant A et X les conjugues de A et X dans C :

"AX)X =X AX puisque A est symetrique .D'autre part AX =AX d'ou :
comme A est réelle AX = AX, il vient t( ZX))_( ='XAX c'esta dire que :

AD|x,|? =2 |x;| doir=1.
i=1 i=1

Comme AX=AX => AX =AX = AX=AX = A()_( +X) =/'\.()_( —I—X)

on peut donc associer un vecteur propre réel a A .Ou plus simplement remarquer que
A est aussi valeur propre de A comme operateur de R dans lui — méme .

Cela implique que tout endomorphisme f, d'un espace vectoriel réel E de dimension n
dans lui — meme, symetrique , admet au moins une valeur propre reelle A

et un vecteur propre réel x associe : f(x) =Ax .
Rappel : fest dite symetrique si{f(x),y)=(x,f(y)) Vx €E ,Vy €E <,> ctant
le produit scalaire euclidiende E .
(b)Montrons par recurrence sur n, dimension de E ,

qu il existe une base de n vecteurs propres reels orthogonaux 2 a 2,
pour tout endomorphisme symetrique fd'un espace vectoriel reel E
de dimension n dans lui — meme .

Sin=1ilnyarien a demontrer puique dans ce cas f=A.
Supposons que la propriete soit vraie au rangn — 1 :

Pour tout endomorphisme symetrique f d'un espace vectoriel reel E
de dimension n — 1 dans lui — meme, il existe une baseden — 1

vecteurs propres reels, orthogonaux 2 a 2 .
Montrons qu ‘elle est vraie au rang n .



On vient de montrer qu'il existe A et x valeur propre reelle

et vecteur propre reel associe pour f endomorphisme symétrique

d'un espace vectoriel reel E de dimension n , n quelconque .

Considérons le couple (x, A) associé a E de dimension n .

Considérons dans E, H= (x 1) I'hyperplan orthogonal de x dans E ,
de dimension n — 1.

Montrons que fest stable sur H :
Soity un vecteur de H : (f(y), x) =(y, f(x)) =A{x,y) =0donc f(y) est orthogonal a x.
Soity etz 2 vecteurs de H, comme ils sont aussi vecteurs de E on a aussi (f(z),y) ={(z f(»))
et la restriction de fa H est aussi symetrique .

Comme H est de dimension n — 1, l'hypothese de recurrence s'applique : il existe une base

de vecteurs propres, dans H , pour la restrictionde f a H : b SR , X orthogonaux 2 a 2 .
Alors X, X5, ceueeee , X, est une base de n vecteurs propres reels de [ dansE :

fest diagonalisable .Comme H est orthogonal a x , alors x,, ....... , X, sont orthogonaux a x .
. » apres normalisation , forment une base orthonormee de

vecteurs propres .Soit B une basede E , A la matrice qui represente f dans B,

P la matrice composee de colonnes représentant successivement les composantes des
X 3 X5y eeveeeny X, , D la matrice diagonale composée des valeurs propres A et Ai associees a

Xy Xy, eeeeeeey X, . Onadonc A =ppp’! de plus P est une matrice orthogonale

etdonc P1="P.
(Pour d'autres demonstrations consulter J.M. Monier Algebre 2 Dunod 1997 par exemple) .
Remarque : La propriete est fausse si les coefficients de la matrice sont des nombres

2 i
i 0

complexes .Considerons : A =
Son polynome caracteristique est X -2X+1= (X—1 )2.
Si la matrice A était diagonalisable , elle serait semblable a la matrice unite .

Lemme

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur R

Soit fetg 2 endomorphismes symetriques de E qui commutent : foeg=g o f

alors il existe une meme base de vecteurs propres dans laquelle fet g se diagonalisent .

Démonstration :

Puisque fet g sont symetriques ils se diagonalise chacun dans une base orthonormee de

vecteurs propres (lemme 3) .Soit AI’ ..... , }lp les valeurs propres de fet Ey yuu..., E,
1 p

les espaces propres correspondants .Montrons que E, est stable par g :
i

Soitx €E, : f(x) =)l.lx alorsf(g(x)) =g(f(x)) =Al.g(x) ,
ou bieng(x) =0 ou bieng(x) # 0 et g(x) est valeur propre f
etdans les 2 casg(x) € E, donc g(EA) CE,.

i i i

On peut definir g /E,’l :E 2 E A telque g /E}l soit un endomorphisme symetrique
1 1
i i
donc il existe une base B ortonormee de E 1 constituee de vecteurs propres de f
l N
l



qui diagonalisent g ;.

i

D p
Comme @ E, =E, U B =B basede E composee de vecteurs propres de fet g qui
i=1 i i=1 !

diagonalisent fet g .

Lemme :

Soit M une matrice inversible a coefficients réels alors il existe un couple unique de matrice
O orthogonale et S symétrique definie positive telles que M= OS .

Démonstration :

Existence :

t
"MM est une matrice symetrique definie positive car ( ‘MM ) ='MM,
det( tMM) = (det(M) )2 > 0 car # 0, M etant une matrice inversible ,
de plus X'MMX = [|MX || ? 2 0 avec || - || norme euclidienne ,

‘MM etant symetrique, elle est diagonalisable .Si A est une valeur propre de ‘MM,
elle est differente de 0, M etant une matrice inversible et soit XJl

un vecteur propre associe on et si A < 0 on aurait || MX || ? =tX/1 t]VI]‘D(;l = ).tXAX/1 <0,

ce qui est impossible, donc on peut ecrire :

A, 0
t _ \ -1 th_ 1
MM =0, N O, avecA, >0 car 0=0".
0 A
| 4, 0
ol \ -1 _ 1
Soit§ =0, N 0, , Sestdelaforme S=0,D 0, ,
0 | A,

t , ,
S est symétrique : ‘s=0 11 D tOI =0,D OII =S et §est definie positive .
Soit 0=MS"" .Montrons que O est orthogonale :

-1
Ona t0=t(S_I )'M = (tS) M=5"1"M Donc:

00=8"1 ("MMm) s =



(/) o g '
0 A 0;'o A
1 \ 1 Y1 \

o (/%) ’ *
(%) o
0,0, A . 0’
’ (/&)

= Id,,.
donc O et S repondent a la question .
Unicite :

Soit P un polynome tel que P(Al.) =/ A pouri=1,..,p
par exemple le polynome d'interpolation de Lagrange pour la fonction sur R+ : f(x) =Jx,

i=1 i i
P (x—A,
car H ( 1) =lsix=Aet=0six=2A A, .
. el _ i J i
j=1j#i (/1! /1})
A, 0
t N\ -1
P('MM) =P| 0, . 0,
0 A,
2, 0
\ -1
=0,P N 0, =§.
0 A,

Si M=0S alors'M=S0"" et MM=5’

soit §;une autre matrice symetrique , définie positive et O, une autre matrice orthogonale
telle que M=0,S, alors comme précédemment S 12 ="MM .

Calculons SItJWM=S1 S12 =S ZSI = tMMSI donc §; commute avec MM et



commute donc avec P( MM ) et donc avec S .Donc S et S; sont diagonalisables
dans une meme base (lemme 4).Leurs valeurs propres sont positive non nulles de meme
carrée carSIZ ="M M =57 donc elles sont égalesetS; =S etdonc O = 0.

Corollaire :
Soit M une matrice inversible a coefficients reels alors il existe un couple unique de matrice

O orthogonale et S symétrique définie positive telles que M=S 0.
Démonstration :

s -1 . . ,
On considere N=M * =0y Sy, de maniere unique d'apres le lemme 3,
-1
t

t
Sy etant symetrique definie positive , (SN_I) = ( SN) =SN_1

donc SN_Iest aussi symetrique donc diagonalisable .
Soitx # 0 un vecteur de SN_I et A # 0 la valeur propre associée :

on a x=SN-SN_1-x=SN-)\.-x etdoncSN_Ix est vecteur propre de Sy, ,

etu= 71 est valeur propre de Sy, donc A > 0 et SN_I est symetrique definie positive.

Comme Oy, etant orthogonale tON = ON_I , ON_I est aussi orthogonale .
On peut donc ecrire M =SN_10N_1 de maniere unique .

On peut aussi considérer N="M = O\ Sy, etdonc M=tSNtON = SNION.

Cas ou M n'est pas inversible :
On remarque tout d ‘abord que GL, (R) est dense dans M, ( R) :

SoitM € M, (R), A,= min( ‘}i.i‘ /A, valeur propre de M ) et considerons les matrices inversibles
M —Mdg, , avec0 <A < A,, qui tendent vers M lorsque 4 — 0.
On peut donc considerer une suite( ]Wl) de matrice inversibles qui tend vers M.
D'aprés ce qui précede M; = O, avec O; orthonormale et S; symetrique .
On remarque O, (R) = {O | O orthormale Yest compactdans M, (R) :
1 1

Si0 € 0,(R) et plerayonspectral || 0||2=p2 (00) =p2 (Idm) =J/n,
donc est borné dans M, (R) .D'autre part soit ®: M — MM definie sur M, (R),

n

-1
qui est une application continue dans M, (R) et on remarque que @ (Idm) =0 (R
par definition meme d 'une matrice orthormale .Donc O, ( R) est fermeé dans M, (R)

et donc compact .

De la suite des (Oi) on peut donc extraire une sous — suite convergente (Oi ) convergente
k

vers la matrice O qui est orthonormale car O, (R) est ferme dans M, (R) .

On en déduit que la suite de terme general S; = tOi M; est convergente
k k k

vers une matrice S Symétrique (considerer les composantes) et

M =0S avec les proprietes requises.

Puisque O est inversible le rang de S est egal au rang de M, que l'on suppose inferieur
strictement a n.0 n'est detemine par M que sur Im (S) d'ou l'impossibilite de demontrer l'unicite.



Remarque relative aux droites d 'univers : Rappel de geométrie affine :
Lemme :

Toute intersection de sous — espaces affines est un espace affine, eventuellement
vide et, sinon, de direction l'intersection des directions des sous — espaces

des sous — espaces considerés .

Consequence :

L'intersection d'une droite affine @D et d'un hyperplan affine &€ est un sous — espace
affine de dimension au plus égalea 1 :

Soit @D est parallele a H soit @n H=D ou DCI.

Si @D n'est pas parallele a € D n d se reduit a un point unique P.
De¢finitions :

On considere l'espace vectoriel reel E de dimension 4 de la relativite restreinte .
On considere les hyperplans affines a”t’t ={(ct, x, 1,2)/(x, ¥ 2) € ).

1is representent l'espace physique de 'observateur a un instant t donné ( présent absolu).
On considere les droites affines de ' espace E qu'on va partager en 2 categories :
C,= {At droite affine/3 o”t’t telque A C J’t’t} et

cto
c Xy
C,= DT/) X droite affine d'equation parametrique : t| - | +
) V Yo
0
> X9
V etant un vecteur de dimension 3 eth = un vecteur constant .
Yo
%

At est une droite d 'univers dont tout les points sont contemporains , D—I; est une droite d 'univers

qui represente la _t)rajectoire d'un mobile anime d'un mouvement rectiligne uniforme de
vitesse uniforme V.

On a immediatement C, N C,=@ et une droite d'univers a tous ses points contemporains

ou aucun .

Considerons maintenant les differentes opérations suivantes :

wl 7 VB O0|_|vBex | et | yBex  x'_coyex ¢
B v ||x y-x x! ¢ " y-Bex
>c.

Cela montre qu'une droite de C, pour un observateur est une droite de type C, pour tout autre

observateur non fixe( B > 0) par rapport au premier



.Les 2 sont de type "espace" et pour le deuxieme observateur

, .. c
elle represente un mouvement supraluminique V'=— > c.

cet 0 0
Y v-B
(b) . ct 1 ) = Cce-t- =} =-

oo [ e

. 14 . . c A
Cela montre qu 'une droite de C, representant un mobile de vitesse V =- — peut etre vue comme

£ .
B

une droite de type C,.

Conclusion :

Identifier les droites affines de l'espace vectoriel reel E de dimension 4 de la relativite restreinte
aux trajectoires de mouvement rectiligne uniforme est (un peu ) abusif mais vrai si on considere
plusieurs observateurs non fixes les uns par rapport aux autres et des transformations linéaires :
Une droite d ‘univers est vue comme un mouvement rectiligne uniforme par au moins ['un des
observateurs.
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