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Résumé
Dans ce papier, on présente un outil, MS-Builder, qui gé-
nère des certificats pour le problème Max-SAT, en appe-
lant itérativement un oracle SAT pour générer une réfuta-
tion par résolution de la formule qui est ensuite rendue va-
lide pour Max-SAT et appliquée sur la formule. Ce procédé
est répété jusqu’à ce que la formule restante devienne sa-
tisfiable. On propose également un outil, MS-Checker, ca-
pable de vérifier les certificats Max-SAT basés sur l’appli-
cation de règles d’inférence Max-SAT. Cet article résume
les travaux publiés à la conférence SAT 2021 [4].
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1 Introduction
Étant donnée une formule sous Forme Normale Conjonc-
tive, le problème Max-SAT consiste à déterminer le
nombre maximum de clauses qu’il est possible de satisfaire
par une affectation des variables alors que le problème
SAT consiste simplement à déterminer si la formule est
satisfiable. Dans le contexte du problème SAT, une formule
peut être démontrée insatisfiable à l’aide d’une séquence
de résolutions [5], appelée réfutation par résolution, qui
déduit de la formule initiale de nouvelles clauses jusqu’à
en déduire la clause vide qui, par définition, est impossible
à satisfaire. Ainsi, les solveurs SAT modernes, en plus
de proposer la résolution du problème SAT, fournissent
aussi la preuve de la réponse affirmée, soit sous forme de
modèle (si la formule est satisfiable), soit sous forme de
réfutation (si elle ne l’est pas). En revanche, si les solveurs
Max-SAT sont de plus en plus efficaces chaque année, ils
ne produisent pas encore de certificats d’optimalité sur la
solution trouvée. Les systèmes de preuve pour Max-SAT,
ont juste été étudiés théoriquement ou pour leur aptitude à
à aider à la résolution du problème Max-SAT.

Dans cet article, on propose un outil indépendant, MS-
Builder, capable de produire des certificats d’optimalité
pour le problème Max-SAT. Cet outil se base sur l’adapta-
tion des réfutations par résolution pour Max-SAT [3]. Itéra-
tivement, l’outil fait appel à un oracle SAT pour obtenir une
réfutation par résolution de la formule courante. Cette ré-
futation est adaptée pour Max-SAT en max-réfutation (qui

utilise les règles de la max-résolution [2] et du split [3]),
puis appliquée sur la formule. Ce procédé est répété jus-
qu’à ce que l’oracle SAT détecte que la formule est deve-
nue satisfiable. L’ensemble des transformations calculées,
plus le modèle pour la formule résiduelle, forme un certi-
ficat d’optimalité pour le problème Max-SAT. On propose
aussi un outil associé, MS-Checker, pour vérifier les certifi-
cats d’optimalité basés sur les règles d’inférence Max-SAT.
Ces deux outils ont été testés expérimentalement sur les
instances partielles non pondérées de la Compétition Max-
SAT 2020 [1].

2 Fonctionnement de MS-Builder
Exemple 1. Soit ϕ = (x1∨x3)∧ (x1)∧ (x1∨x2)∧ (x2)∧
(x3) ∧ (x2 ∨ x3).

Lecture du fichier : MS-Builder récupère la formule
en lisant le fichier représenté dans la Figure 1.

c formule avec optimum = 2
1 -1 3 0
1 1 0
1 -1 2 0
1 -2 -3 0
1 -2 0
1 -3 0
1 2 3 0

FIGURE 1 – Fichier avec formule

Première itération : MS-Builder fait appel à un oracle
SAT, qui retourne que la formule initiale est insatis-
fiable, avec la réfutation par résolution de la Figure
2, qui est adaptée en la max-réfutation de la Figure
3 puis appliquée sur la formule. La formule cou-
rante est maintenant ϕ = (x1 ∨ x3) ∧ (x1) ∧ (x1 ∨
x2) ∧ (x2 ∨ x3) ∧□.

x2 ∨ x3 x2 x3

x3

□

FIGURE 2 – Première réfutation par résolution



x2 ∨ x3 x2 x3

x2 ∨ x3

x3

□

FIGURE 3 – Adaptation de la première réfutation

Deuxième itération : MS-Builder fait appel à un
oracle SAT (en laissant de côté la clause vide), qui
retourne que la formule initiale est insatisfiable,
avec la réfutation par résolution de la Figure 4, qui
est adaptée en la max-réfutation de la Figure5 puis
appliquée sur la formule. La formule courante est
maintenant ϕ = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧
□ ∧□.

x1 ∨ x3 x1 x1 ∨ x2 x2 ∨ x3

x3

x2

x3

□

FIGURE 4 – Deuxième réfutation par résolution

x1 ∨ x3 x1 x1 ∨ x2 x2 ∨ x3

x1 ∨ x3

x1

□

FIGURE 5 – Adaptation de la deuxième max-réfutation

Troisième itération : MS-Builder fait appel à un
oracle SAT (en laissant de côté les deux clauses
vides), qui retourne que la formule initiale est sa-
tisfiable, avec l’affectation x1 = x2 = x3 = 0.
Il retourne donc le certificat Max-SAT représenté
dans la Figure 6, constitué de cinq étapes de max-
résolution, plus l’affectation qui permet de satis-
faire les clauses non vides restantes après transfor-
mation de la formule.

c read-once refutation
t msres < 1 2 3 | 1 -2 >
t msres < 1 3 | 1 -3 >
c semi-read-once refutation
t msres < 1 -1 2 | 1 -2 -3 >
t msres < 1 -1 3 | 1 -1 -3 >
t msres < 1 1 | 1 -1 >
o 2
v 000

FIGURE 6 – Certificat d’optimalité Max-SAT

3 Expérimentations
MS-Builder et MS-Checker sont mis à dispo-
sition de la communauté scientifique (https:
//pageperso.lis-lab.fr/matthieu.py/en/
software.html) et ont été testés expérimentalement
sur les instances partielles non pondérées de la Compéti-
tion Max-SAT 2020 [1]. En particulier, MS-Builder a été
capable de construire des certificats d’optimalité complets
pour 163 instances sur 576 instances (Figure 7).

FIGURE 7 – Temps d’exécution (en secondes) pour la
construction de certificats complets
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