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CHAPITRE

INTRODUCTION GENERALE

Avec le développement de I'informatique et des capteurs numériques, un nouveau champ
d’étude est apparu au début des années 1960, afin de permettre un traitement numérique
a la fois efficace et pertinent des images digitales. Différentes approches sont nées d’une
méme idée: remettre & plat toute la géométrie continue (euclidienne), et reconstruire, sur
des bases saines, étape par étape, une géométrie discréte adaptée aux maillages réguliers
des capteurs et des écrans.

Dans le cadre de ’analyse d’image, de nombreux travaux ont été menés sur la reconnais-
sance de formes, et plus particulierement en 2D ou les applications sont nombreuses (du
guidage des missiles a la reconnaissance des caracteres). Plus récemment avec le perfection-
nement des appareils d’imagerie médicale (IRM, scanner, TEP, etc), est apparu le besoin de
généraliser les techniques ainsi mises au point en 2D pour les rendre exploitables en 3D dans
des images volumiques discrétes. Dans ce document, nous présentons notre contribution a
cet effort de généralisation dans deux directions: ’étude des distances de chanfrein et le
calcul de I'aze médian d’une forme.

Les distances de chanfrein, introduites par Montanari et Hilditch, et ensuite rendues
populaires par Borgefors, appartiennent & la classe des distances discretes, c’est-a-dire a
I’ensemble des fonctions de distance définies sur la grille discrete ayant des valeurs entieres.
Leur avantage est de permettre ’approximation de la distance euclidienne dans le domaine
discret tout en ayant un faible cotit de calcul. Méme si de nombreuses publications traitent
des distances de chanfrein, la plupart des auteurs préferent visiblement se concentrer sur
le probleme de la minimisation de l'erreur commise dans ’approximation de la distance
euclidienne. Seuls Montanari (dans le cas particulier des distances portant son nom), Thiel
puis Borgefors et Kiselman se sont attachés a décrire leurs propriétés et leurs comporte-
ments. Nous apportons notre pierre a cet édifice, en présentant une définition différente de
la régularité, puis une méthode permettant de construire des normes de chanfrein.

L’axe médian d’une forme discrete est ’équivalent du squelette d’une forme dans ’espace
continu, tel qu’il a été défini par Blum en 1964. Plusieurs méthodes permettent son calcul,
par exemple par de multiples érosions préservant I’homotopie, ou encore par calcul direct a
partir de la carte de distance de la forme. Cette derniere méthode est bien connue dans les
cas simples, quand les distances utilisées en 2D sont dy4, dg, d3 4 ou encore d5 7,11 ; distances
qui sont largement suffisantes en pratique. En 3D par contre, seul le calcul avec les distances
dg, dog et d3 45 semble avoir été maitrisé, or ces distances sont trés nettement insuffisantes
en pratique pour obtenir la qualité escomptée. Il restait donc a développer une méthode qui
soit & la fois indépendante de la dimension de I'espace considéré (2D, 3D, etc) mais aussi
assez générique pour s’adapter a toutes les fonctions discretes utilisables pour calculer la
carte de distance.
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Ce document s’articule en cing parties. Le premier chapitre présente les notations et
certaines définitions générales dont le reste du document dépend. On présente notamment
la définition des distances et des normes discretes.

Le deuxieme chapitre définit les distances de chanfrein et précise le calcul de la carte de
distance d’une forme. Nous présentons la régularité telle qu’elle est définie par Borgefors et
nous montrons sur un contre-exemple, qu’elle ne suffit pas, a elle seule, a définir une norme
discrete.

Au troisieme chapitre, nous donnons une définition des distances de chanfrein dans
I’espace continu, et nous introduisons la notion de masque de chanfrein rationnel équivalent.
Nous montrons que le comportement de la distance est lié a la forme de ’enveloppe convexe
des points du masque rationnel équivalent. Nous montrons que la distance de chanfrein
continue est une application linéaire par morceaux, et nous montrons comment effectuer le
calcul direct de la fonction en tout point. Ensuite nous montrons comment replonger ces
résultats dans ’espace discret, et ainsi obtenir des normes de chanfrein discretes.

Dans le chapitre quatre, nous présentons les trois critéres principaux employés pour
comparer les distances de chanfrein et la distance euclidienne. Pour différents masques de
chanfrein, nous effectuons une minimisation de I'erreur commise pour deux de ces criteres,
afin d’obtenir des normes de chanfrein optimales.

Au chapitre cing, nous présentons le calcul de I’axe médian d’une forme par la méthode
des tables de correspondance. Nous présentons et justifions un algorithme de calcul des
valeurs de la table, indépendant de la dimension et de la distance choisie. Nous introduisons
la notion de wvoisinage de test nécessaire a la validité de la méthode, et nous donnons et
justifions un algorithme pour le calculer efficacement. Enfin, nous donnons des exemples
de résultats directement exploitables, pour certaines normes de chanfrein, ainsi que pour le
carré de la distance euclidienne.

Le chapitre six donne quelques exemples d’applications des différents algorithmes et
résultats présentés dans ce document, et expose le travail de développement logiciel effectué.



CHAPITRE

DEFINITIONS

2.1 Introduction

Dans ce court chapitre, nous présentons une partie de la terminologie et des notations
qui seront utilisées tout au long de ce document. Nous rappelons quelques propriétés de
géométrie euclidienne et de géométrie discrete qu’il est important d’avoir a 'esprit pour
la bonne compréhension des sujets abordés; nous rappelons notamment les définitions des
distances et des normes dans les deux cas.

2.2 Géométrie euclidienne

Dans ce document, on note N I’ensemble des entiers naturels, Z ’ensemble des entiers
relatifs, Q l'ensemble des rationnels et R l’ensemble des réels. Etant donné un ensemble
E quelconque, on note ET le sous-ensemble de E formé par les éléments positifs ou nuls.
De méme, on note E* I’ensemble E privé de 1’élément nul 0. On note enfin E” le produit
cartésien de n fois I’ensemble E, c’est-a-dire E" =E x ...E, n fois.

2.2.1 Combinaison linéaire

Soit A un ensemble fini de k points p; de 'espace R™. Une combinaisons linéaire de points
de A est une somme Zle Ai.pi, avec k un entier et \; des réels. Si de plus Zle Ai =1, 0n
parle de combinaison affine.

2.2.2 Enveloppe convexe

On dit qu'un ensemble A est convexe si pour tout point x et y de A, tout point du
segment (z,y) appartient & A (cf. figure 2.1).

Fic. 2.1. A nlest pas convexe car le point M du segment (x,y) n’appartient pas a A.
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Une combinaison linéaire affine telle que A; > 0 pour tout 7, est une combinaison linéaire
conveze.

On appelle enveloppe convere d’un ensemble fini A de points de R™, et on note ©A, le
sous-ensemble de R™ formé par toutes les combinaisons linéaires convexes des points de A.
C’est le plus petit ensemble convexe de points de R™ qui contienne les points de A.

En deux dimensions, I’enveloppe convexe de A est un polygone, et on appelle facette de
©A chaque segment qui constitue son contour. En trois dimensions, ¢’est un polyedre, et
les facettes de ®A qui forment sa frontiere sont des polygones. On appelle points frontiéres
les points de ®A qui sont sur les facettes, et points intérieurs les autres points.

Dans la suite, on se servira de la propriété suivante :
Propriété 1 E est conveze si et seulement si ©F = E.

La preuve est immédiate puisque ©F est le plus petit ensemble convexe contenant E.

2.3 Géométrie discrete

On s’intéresse au traitement des images numériques. Notre objectif est d’opérer dans le
méme espace discret que celui qui contient 'information, plus précisément nous cherchons
a éviter le passage par le domaine continu (les réels).

2.3.1 Espace discret

Nous notons E I'espace discret dans lequel sont plongées nos images. Suivant la dimen-
sion considérée, on prend pour E soit Z2, soit Z3.
On appelle réseau fondamental de Z? (resp. Z3) I'ensemble Z2 (resp. Z*) muni de sa

base canonique (7,7 (resp. (7,7, %))

2.3.2 Images et volumes numériques

On appelle image (resp. volume) numérique I un tableau rectangulaire (resp. parallé-
lépipédique rectangle) fini de points, & chacun desquels on associe une valeur dans Z. On
note I[(z,y)] (resp. I[(7,y,2)]), la valeur du point de I de coordonnées (x,y) € Z* (resp.
(w,y,2) € Z3).

Traditionnellement, un point d’une image numérique est appelé pizel (contraction de
langlais picture element) et, par analogie, un point d’un volume numérique est appelé vozel
(de volume element).

On parle d’image (resp. volume) binaire, s’il n’existe que deux valeurs différentes dans I :
0 et 1. Dans I'image, les points a 1 représentent la forme F' C I et les points a 0 représentent
le complément de la forme F C I, aussi appelé complémentaire de la forme ou fond de

I'image.
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2.3.3 Voisinage

En 2D, un point ¢ est dit 4-voisin d’un point p s’il partage une aréte avec p (cf. figure
2.2). L’ensemble des quatre points qui sont 4-voisins de p forment le 4-voisinage de p. On
dit de méme que g est S-voisin de p s’ils partagent une aréte ou un sommet. L’ensemble
des huit points 8-voisins de p forme le 8-voisinage de p.

En 3D, on dit qu’un point ¢ est 6-voisin d’un point p s’il partage une face avec p,
18-voisin s’il partage une face ou une aréte avec p, et enfin 26-voisin, s’il partage une face,
une aréte ou un sommet avec p. Les 6-voisins, 18-voisins et 26-voisins d’un point p forment

respectivement le 6-voisinage, le 18-voisinage et le 26-voisinage de p.

- 7]
q /[ /]

i @ () @Y 5

(a) (b) (c) (d) (e

F1a. 2.2. Les différentes connezités possibles entre p et q : en 2D, par une aréte (a) et par

un sommet (b); en 3D, par une face (c), par une aréte (d) et par un sommet (e).

On appelle chemin n-conneze (ou n = 4,8,6,18,26) une suite de points pi,...,p; tels
que deux points consécutifs p; et p;11 du chemin soient n-voisins I'un de autre.

2.3.4 Distances et normes discrétes

On appelle fonction discrete toute application f: E x ... x E — Z. Nous étudierons, en
particulier, des fonctions de distances discrétes et de normes discreétes.

On appelle distance discrete, une fonction d : E x E — N qui satisfait les propriétés
suivantes. Pour tout point A,B,C € E,

définie positive  d(A,B)>0; d(A,B)=0 < A=1DB (2.1)
symétrique  d(A,B) = d(B,A) (2.2)
inégalité triangulaire  d(A,B) < d(A,C) +d(C,B). (2.3)

On appelle norme discrete, une fonction n : E — N qui satisfait les propriétés suivantes.
Pour tout vecteur 7,7 € E et tout A € Q, tel que \. @ € E,

définie positive  n(T) =0; n(T) =0 « T =10 (2.4)
homogénéité  n(\.7Z) = |A.n(7T) (2.5)
inégalité triangulaire  n(@ +¥) < n(7T) +n(Y). (2.6)

Soit n : E — N une norme discrete, la fonction de distance associée d : & x E — N définie
par d : (7', y) — n(Z — ¥) est une distance discréte, et elle a de plus les propriétés
suivantes. Pour tout 2,7, % € E et tout A € Q tel que . T N7 € E

homogénéité  d(A\.7T \.7) = [M.d(ZT, )

invariance par translation  d(Z + 2,y + 2) =d(Z,y).
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2.3.5 Exemples

Pour deux points p et ¢ quelconques de E, on définit la distance d,,(p,q) comme le
nombre de points (sans compter le premier point) du plus court des n-chemins qui relient
p & ¢. On définit de la sorte dy (aussi connue sous le nom de city block distance) et dg
(chessboard distance) en 2D, et dg, dig et dag en 3D.

Les fonctions ds en 2D et dg en 3D sont équivalentes & la norme ¢ = > 7" |z;| de
R™. Les fonctions dg en 2D et dos en 3D sont équivalentes a la norme /o, = max} ; |z
de R™. En conséquence, il est évident que ce sont des fonctions discretes puisqu’elles ne
peuvent prendre que des valeurs entieres si p et g sont des points de E, et qu’elles vérifient
les propriétés des normes discretes.

Rosenfeld et Pfaltz dans [Ros68], puis Borgefors dans [Bor84] étudient ces distances
et décrivent leurs calculs. Borgefors montre également dans [Bor96] que dig n’a pas un
comportement simplement linéaire puisque tout point (z,y,z) tel que z < y < z, a une
distance par rapport a l'origine égale a dig(z,y,2) = ¢ + max{0,(z +y —x+1)/2}.

Malheureusement, ces fonctions ne sont pas invariantes par rotation: si on prend p; et
q1 et qu’on leur applique une rotation pour trouver des points ps et go, il y a fort a parier
que l'on n’aura pas d,,(p1,q1) = dn(p2,q2). Pour obtenir 'invariance par rotation, il faudrait

pouvoir utiliser la distance euclidienne dg c’est-a-dire la norme £y = (327 22)/2, mais ce
n’est pas une fonction discrete du fait de la racine carrée.

Remarquons maintenant qu’il ne suffit pas pour autant de prendre la partie entiere ou
I’arrondi de dg, car de telles fonctions ne vérifient pas les propriétés des distances et des
normes.

De nombreux autres exemples de distances discrétes sont donnés dans [Ros68], mais
aucune ne présente autant d’attrait et de souplesse pour I'approximation de dg que la

classe de distance que nous allons étudier dans ce document : les distances de chanfrein.



CHAPITRE

DISTANCES DE CHANFREIN

Dans ce chapitre, nous présentons les distances de chanfrein en orientant notre pré-
sentation sur leur calcul effectif a partir des masques de chanfrein et de ’algorithme de
Rosenfeld, qui permet de calculer la transformée de distance d’une forme. Nous montrons
pourquoi prendre des masques symétriques. Nous définissons le générateur d’un masque,
dont la connaissance est suffisante pour retrouver, par symétrie, le masque complet. Nous
définissons les boules et les boules inverses. Nous montrons que les pondérations du masque
doivent étre choisies parmi ’ensemble des points visibles.

Ensuite, nous nous attachons a donner certains résultats connus sur le comportement
des distances de chanfrein, dus a Verwer, Borgefors et Kiselman. Nous présentons la notion
de régularité au sens de Borgefors et Kiselman. Nous donnons ensuite un contre-exemple
montrant qu’elle n’est pas suffisante pour nous assurer que la fonction ait les propriétés
d’une norme discrete.

3.1 Définition des distances de chanfrein

3.1.1 Masque de chanfrein

On cherche & construire une fonction de distance sur E, a partir d’un ensemble réduit de
distances locales dans un voisinage donné. Pour cela, on introduit la notion de pondération,
puis celle de masque de chanfrein.

Définition 1 (Pondération) On appelle pondération M (v ,w) un vecteur non-nul v €
E* auquel on associe un poids w € N*.

L’idée sous-jacente dans la définition des pondérations (v;,w;) est de choisir des direc-
tions v suivant lesquelles le déplacement est autorisé et de fixer une mesure de distance
locale w; correspondant a la longueur de ce déplacement.

Définition 2 (Masque de chanfrein) Un masque de chanfrein Mc est un ensemble
central-symétrique de m pondérations Mc = { (vw;) : 1 <i<m} qui contient au moins
une base de E.

Un masque est central-symétrique si pour toute pondération (v;,w;), il existe une pon-
dération (Uj),wj) de ce masque telle que v = —Ff et w; = wj. Un tel masque est montré a
la figure 3.3; il servira de base pour les exemples suivants.
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3.1.2 Générateur du masque de chanfrein

Nous ne nous intéresserons qu’a des masques de chanfrein qui sont symétriques par
rapport a leur centre, aux axes ((0,7), (0,7) et (0,7")) et aux bissectrices de ces axes.
Concretement, un masque de chanfrein est pour nous 8-symétrique en 2D et 48-symétrique
en 3D. Nous introduisons deux sous-ensembles, qui sont les zones dans lesquelles se trouvent
les vecteurs suffisant & retrouver tout le masque par symétrie : le premier octant du plan Z?2

%Zzz{(x,y)ezz :0<y<z}
et le premier 48°™¢ de I'espace Z3 (cf. Figure 3.1)
4—18Z3:{($,y,z)€Z3 : Oézgyéx} .

On représente souvent dans ce document, des vecteurs de ﬁZ?’ sur un diagramme en
projection tel que celui de la figure 3.2. Sur un tel diagramme, un point (z,y,z) de ﬁZ‘?
sera transformé en un point (y/z,z/x) de Q2. On se souviendra cependant que cette repré-
sentation fait perdre les longueurs relatives des vecteurs.

Ly
z
y x
172
sZ
O x 0 0 y 7
x
(a) (b) _ )
Fic. 3.2.  Diagramme de représenta-
F1G. 3.1. Les régions sZ* (a) et 5573 (b). tion de J5Z3 en projection.

Définition 3 (Générateur d’un masque de chanfrein) On appelle générateur d’un
masque de chanfrein M%, le sous-ensemble d’un masque de chanfrein Mo qui est inclus
dans %ZQ (ou 4—1823 suivant la dimension). Ce sous-ensemble est suffisant pour retrouver
par symétrie tous les vecteurs de Mc. On a

ML ={ ((wii)wi) € Mc  (zi,y:) € %ZQ} en 2D et
M = { ((miyi,2i)wi) € Me = (@3,yi,2) € 45Z° }  en 3D.

On appelle taille du masque de chanfrein, la longueur du c6té du plus petit carré en 2D
et du plus petit cube en 3D qui englobe les vecteurs du masque. La taille d’'un masque M¢
se déduit facilement de son générateur et vaut 1 + 2.max{ x; : ((:L‘i,yi,zi),wi) e ML}

On montre sur la Figure 3.3, un masque de chanfrein 2D de taille 5, dont le générateur
MY, (en gras) comporte les pondérations ((1,0),5), ((1,1),7) et ((2,1),11). On remarque
aussi que la partie grise %ZQ est bornée par les deux vecteurs (1,0) et (1,1) qui forment une
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Fic. 3.3.  Masque 2D et son générateur
MZ = {((1,0),5), ((1,1),7), ((2,1),11)} FIG. 3.4. 3 chemins de A & B uti-
(en gras) dans %Zz (en gris). lisant le masque de la figure 3.3.

base de ce sous-espace. De méme en 3D, les vecteurs (1,0,0), (1,1,0) et (1,1,1) forment une
base de %Z?’. Ces deux ensembles de vecteurs jouent un role particulier dans le masque et
sont de ce fait toujours présents dans ./\/lgc ; en conséquence, tout masque de chanfrein sera
toujours de taille au moins égale a 3.

3.1.3 Distances de chanfrein

Soit A et B deux points de E. On appelle chemin de A & B et on note Pyp, une suite
de [ vecteurs (Ffj) 1<j<iouVvy, 7[] € M, permettant de connecter A & B, c’est-a-dire

!
T — . —
AB = g v, ou v, € Mc.
Jj=1
En regroupant les EZ identiques et en notant n; leurs nombres d’occurrences, on obtient

m
—
AB = anﬁ ol v € Mc .
i=1
On peut alors calculer le cott W du chemin Pyp qui est la somme des poids associés a
chaque E; composant le chemin :

W(PAB) = Z n;. ws .
=1

On pose évidement que le cott du chemin vide (qui n’est formé d’aucun vecteur) est nul.
D’autre part, on sait que quels que soient deux points de E, il existe toujours au moins un
chemin les reliant puisque le masque M contient des pondérations qui forment au moins
par définition une base de E.

Définition 4 (Distance de chanfrein) On appelle distance de chanfrein dc entre deux
points A et B de E, le minimum des cotits associés a tous les chemins Pyp de longueur
finie, liant A a B :
dc(A,B) = min W(Pap) .
TaB
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A la Figure 3.4, trois chemins entre deux points A et B sont représentés en utilisant
les vecteurs du masque de la figure 3.3. Les couts de ces trois chemins sont W (P;) = 33,
W(Py) = 23 et W(P3) = 22. Par définition, do(A,B) est le minimum des cotits de tous
les chemins de A & B, c’est a dire min {33,23,22,...}. Ici, on se convainc aisément que le
minimum est atteint avec le cotit du chemin Ps (matérialisé par les fleches a tétes blanches).
La justification de cette affirmation découle des résultats du prochain chapitre.

Lorsqu’une comparaison avec la distance euclidienne sera nécessaire, on fera intervenir
dans la formule un facteur d’échelle réel, noté s:

dc(A,B) = 1min W (PaB) -
S BB

Comme on le voit sur la figure 3.4, la distance mesurée entre A et B par la distance
de chanfrein (do(A,B) = 22) est presque 5 fois plus grande que celle mesurée avec la
distance euclidienne (dg(A,B) = v/20 =~ 4.47). La valeur exacte de s dépend du choix
effectué pendant le calcul des distances locales w; du masque: cette phase d’optimisation
sera explicitée au chapitre 5. On gardera simplement en mémoire, pour 'instant, que la
valeur de s est proche de celle de la distance locale affectée au vecteur (1,0) en 2D ou
(1,0,0) en 3D. La plupart du temps, nous omettrons ce facteur d’échelle puisque nous
n’effectuerons que des comparaisons entre des valeurs découlant d’une méme distance.

3.1.4 Transformation de distance

La transformation de distance (ou carte de distance, de 1'anglais distance map), notée
DT, consiste a étiqueter chaque point d’'une forme dans une image a sa distance au com-
plémentaire de la forme. Autrement dit, étant donné une distance discréte d et une image
binaire contenant une forme F, la transformée de distance donne une image DT telle que

Vp € DT, DT (p) = min { d(p,q) : q€ F} . (3.1)

Rosenfeld propose et justifie dans [Ros66], un algorithme séquentiel en deux passages
sur I'image, permettant de réaliser la transformation de distance pour les distances d4 et
dg. Montanari définit ensuite une classe de distances qui sont les précurseurs des distances
de chanfrein: on retrouve la notion de masque, mais les valeurs des distances locales sont
fixées & leur distance euclidienne (les poids sont donc réels et non entiers). Il reprend
I'algorithme de Rosenfeld dans [Mon68] et le justifie pour cette famille de distance. Hilditch
dans [Hil69] puis Barrow dans [Bar77] étudient les premiers masques de chanfrein (ds 3 en
2D), et adaptent ’algorithme de Montanari sans le justifier. Borgefors enfin, dans [Bor84],
donne un algorithme adapté a tout masque de chanfrein de taille 3 en dimensions de 1D a
4D, et bien qu’elle ne donne pas de justification formelle, il est communément admis que cet
algorithme est correct, comme elle I’affirme, si les distances locales restent « raisonnablement
proches (en proportion) de leurs valeurs pour la distance euclidienne ».

L’algorithme qui est proposé a la Figure 3.5 est le méme que celui de Borgefors généralisé
a un voisinage quelconque, sauf pour ce qui est de l'ordre de balayage de l'image. Ce
changement est sans conséquence sur le résultat mais influe sur la définition du demi-
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Procedure CalculeDT ( ./\/110/2, DT, Tmax, Ymax, Zmax) ;
1 for z =0 to Tmax, for y =0 to Ymax, for z =0 to zyn.x do  // Balayage avant.
2 if DT[(z,y,z)] # 0 then // c.-a-d. si on est dans 'objet.
3 {
4 value = 400
5 for each (v;w;) in M? do
6 value = min { value ,DT[(x,y,2) — U] + w; } ;
7 DT[(z,y,z)] = value ;
8 }
9 for z = xpax to 0, for y = ymax to 0, for z = zp.x to 0 do  // Balayage arriére.
10 if DT[(z,y,2)] # 0 then

11 {

12 value = DT[(z,y,2)];

13 for each (v/,w;) in M do

1 value = min { value ,DT[(z,y,2) + v | +w; } ;
15 DT[(z,y,z)] = value ;

16 }

Fia. 3.5.  Algorithme d’extraction de la carte de distance. Entrées : MIC{2 le demi-masque
de la distance choisie, DT l'image binaire sur laquelle le calcul est demandé, Tmax, Ymax
et zmax sont les bornes mazimales des coordonnées dans l'image. Sorties : chaque point de
DT est étiqueté a sa valeur de distance au fond.

masque M ” qui est utilisé dans I'algorithme (cf. figure 3.6):

12 . (2, >0) ou
Mc = { ((ﬂ%,yz),wz) e Mc : (i = 0) et (4 > 0) } en 2D et
(x; > 0) ou
'/\/llc/2 = ((xi,yi,zi),wi) eMc: (z;=0)et (y; >0)ou en 3D.

(x; =0) et (yi =0) et (z; >0)

Ce changement de définition du demi-masque nous permet en particulier de toujours avoir
M, C MJ? € Me comme on peut le voir sur la figure 3.6 (a).

On applique l'algorithme (sans tenir compte des coordonnées z puisqu’on est ici en 2D)
a I'image (a) de la figure 3.7. On applique un balayage en z croissant (de gauche a droite)
et en y croissant (de haut en bas) comme indiqué sur la figure 3.6 (b), en cherchant pour
chaque point DT[(x,y)] de I'image quel est le vecteur —v; du demi-masque —MIC{2 de la
figure 3.6 qui permet d’obtenir la plus petite valeur de DT[(x,y) — v;] + w;. A Dissue de
ce premier balayage, on obtient I'image 3.7 (b). Il reste a faire le deuxieme balayage en z
décroissant et y décroissant en cherchant pour le point DT'[(z,y)] le v; de Mg ? qui minimise
DT|(z,y) + v] + w;. Si le minimum ainsi trouvé reste plus grand que la valeur trouvée au
premier passage et qui est conservée en DT[(z,y)], alors on I'ignore. On obtient finalement
I'image 3.7 (c).

En remplacant le calcul de minimum par un calcul de maximum dans ’algorithme
précédant, on obtient la transformation de distance inverse. Cet algorithme permet & partir
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11 11
M.
11 7 5 7 11
M5 My
11 7 5 7 11
11 11

(a (b)

Fia. 3.6. En (a), les deux demi-masques Mlc{2 et son symétrique —./\/llc/2 de ds7c=11. En

~—

b), le premier balayage avec le demi-masque —MY* de haut en bas et de droite & gauche ;
C
le deuziéme balayage avec MIC{Q est symétrique.

—=

0000000000 0000000000 000000000
0[1 1 1]|0f1 11[00 0|55 5|0/]555[00 0f555[0/55 5[0
o{1[0]1 1111 1]o o|5[0]5 5 710105]0 0|5[0]5 5 7107 5
0/|11111111f(0 0|55 710111415100 0|5 5 7 101114105
0/|11111111(0 0|5 7111416181815/0 0|5 7 11141515105
00111111120 00|571111111111/0 0 0|5 7 10101010 5
000[111111/0 000[]577777/0 000555555
0000000000 0000000000 00000000O0O

(a) (b) ()

F1a. 3.7. Image binaire (a), résultat de la premiére passe de l’algorithme (b) et résultat

final (c).

de points p; ...p, d’'une image, initialisés a des valeurs r; ... r,, de marquer tous les points
p qui sont & une distance telle que do(p,p;) < r;. Cet algorithme permet & partir de certains
points particuliers d’une carte de distance d’un objet F' (les points de I’axe médian de F',
dont le calcul est détaillé au chapitre 6) et du masque de chanfrein qui a servi a les obtenir,
de reconstruire tous les points de F' sans perte.

Pour les deux algorithmes (transformation directe et transformation inverse), le cofit
de calcul dépend linéairement & la fois du nombre de points dans 'image et du nombre de
vecteurs dans le masque de chanfrein. Soit m¢ le nombre de pondérations du masque, et
soit L la longueur du c6té de I'image de dimension n, la complexité de ces deux algorithmes
est donc de l'ordre de O(m¢.L").

OO OO0 O0OOoOOo



3.1 Définition des distances de chanfrein 25

3.1.5 Boules de chanfrein

Définition 5 (Boule de chanfrein) On appelle boule de chanfrein By de centre p et de
rayon r, l'ensemble des points q défini par By(p,r) ={q € E : d(p,q) <r}.

Cette notion classique de topologie va nous étre d’une importance capitale dans la suite
de ce document. En pratique, on peut obtenir une boule de chanfrein en prenant une image
carrée de coté 2.n + 1, ou n est une valeur choisie suffisamment grande pour que la boule
ne déborde pas de I'image. On initialise tous les points de 'image a une valeur infinie,
sauf le centre que 'on initialise & 0: ce sera le centre de la boule. Les points extérieurs a
I'image doivent étre considérés comme ayant eux aussi une valeur infinie, mais ils ne doivent
évidement pas pouvoir étre changés par I’algorithme. On opére ensuite une transformation
de distance et on garde les points dont la valeur est inférieure au rayon. La figure 3.8 (a)
est le résultat de ce calcul pour un rayon de 21 et en utilisant le masque de la figure 3.6.

35 32 30 27 26 25 26 27 30 32 35 0 0 000 0O 0O O OO0 O
32 28 25 22|21 20 2122 25 28 32 0 0 0 01 2 1(0 0 0 O
30 25(21 18 16 15 16 18 21|25 30 0 0j]1 4 6 7 6 4 110 0
27 22(18 14 11 10 11 14 18|22 27 0 04 8 11 12 11 8 4]0 O
26(21 16 11 7 5 7 11 16 21 (26 0|1 6 11 15 17 156 11 6 110
25120 15 10 5 0 5 10 15 20|25 012 7 12 17 22 17 12 7 2|0
26(21 16 11 7 5 7 11 16 21 (26 0|1 6 11 15 17 15 11 6 110
27 22(18 14 11 10 11 14 18|22 27 0 04 8 11 12 11 8 4]0 O
30 25(21 18 16 15 16 18 21|25 30 0 0)j]1 4 6 7 6 4 1]0 0
32 28 25 22|21 20 21(22 25 28 32 0 0 0 01 2 1(0 0 0 O
35 32 30 27 26 25 26 27 30 32 35 0 0 000 O 0O O OO0 O

(a) (b)

Fic. 3.8. Pour la distance ds7.c=11, boule directe Bq de rayon 21 (a), et boule inverse
B; ' de rayon 22 (b).

Bien que dans le domaine discret, on ne distingue pas la boule ouverte de la boule fermée
(puisque la boule fermée contient les mémes points que la boule ouverte dont le rayon est
augmenté de 1), on distingue par contre la boule directe de la boule inverse :

Définition 6 (Boule inverse) La boule inverse Bd_l(p,r) de centre p et de rayon r est
lensemble By (p,r) = {q€E : r—d(p,g) >0}.

La boule inverse se calcule toujours sur une image de c6té 2.n+1, en mettant la valeur du
rayon 7 au centre et des 0 partout ailleurs, puis en utilisant I’algorithme de transformation
de distance inverse. La figure 3.8 (b) montre le résultat d’un tel calcul. On remarque que
la boule inverse de rayon 22 de la figure 3.8 (b) comporte les mémes points que la boule
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directe 3.8 (a) de rayon 21 mais que leurs valeurs different ; ainsi géométriquement parlant,
ona:

Lemme 1 By(p,r) = B, (p,r + 1). [Thio4]
Preuve : Pour tout p € E et tout rayon » € N, on a

q € Ba(pr) <= d(p,g) <r < d(p,g) — (r+1)<0
= (r+1)—d(pg) >0 & qgeB'(pr+1). O

Verwer dans [Ver91b| affirme sans donner de justifications que les boules de chanfrein
sont des polygones discrets en 2D et des polyedres discrets en 3D. Nous le démontrerons
dans le cadre des normes de chanfrein au chapitre 4.

3.1.6 Points visibles

Au vu de I'algorithme de la Figure 3.5, il apparait clairement qu’il n’est pas souhaitable
d’avoir dans le générateur MY, du masque, deux pondérations (viw;) et (vj,w;) telles que
79 =\

v

; .?? , A € N. En effet, si w; = A.w; alors les pondérations sont redondantes et

ralentissent le calcul inutilement. Au contraire, si w; # A.w); alors les pondérations sont
contradictoires: le poids d’un chemin comportant \ fois 7? pourra étre calculé soit avec
wj, soit avec A.wj, ce qui donne deux cofits différents possibles pour un méme chemin et,
bien que le calcul de minimum fasse toujours choisir la valeur la plus faible suivant le
cas, cela aboutit inévitablement a rompre 'homogénéité des valeurs de distance dans cette
direction. Pour ces raisons, on ne choisit pour construire M% que des points visibles :

Définition 7 (Point visible) Un point P(z,y) € Z? (resp. P(x,y,z) € Z3) est dit visible
depuis lorigine s’il n'y a aucun point du réseau fondamental de 72 (resp. Z3) qui soit situé
sur le segment continu [O,P] en dehors de O et P. Une condition nécessaire et suffisante
est pged(z,y) =1 (resp. pged(x,y,z) = 1) [Har78, chap. 3].

On trouve les points visibles avec un crible en x, y et z, en appliquant le méme principe
que le crible d’Eratostene pour les nombres premiers: tout point est considéré comme
visible a l'initialisation, puis pour chaque point examiné, on élimine de l’ensemble des
points visibles tous ses multiples. Le résultat d’une telle recherche dans %ZQ et dans 4—1823,
est donné figure 3.9.

On définit une distance de chanfrein en donnant la liste des vecteurs et des distances
locales qui forment le générateur de son masque. Par exemple, on notera di—sp=7c=11
en 2D, et dy—4 p=6,c=7,d=9,e=10 €n 3D, les distances qui correspondent respectivement aux
générateurs

ME = {((1,0),5),((1,1),7),((2.1),11) } et
M = {((1,0,0),4),((1,1,0),6),((1,1,1),7),((2,1,0),9),((2,1,1),10) } .

Les points visibles a = (1,0) et b = (1,1) en 2D, et a = (1,0,0), b = (1,1,0) et ¢ = (1,1,1) en
3D étant toujours présents dans M%, on écrit, par abus de langage et par souci de concision
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o n|(4,1,0)

al (1,0 g 3.1,0)] |o|(411)

(171) Z 8’?’83 h|3,1,1)] |p|#21)
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Fi1a. 3.9. Les premiers points visibles en 2D (a) et en 3D (b) (nom, coordonnées) pour
r < 4.

dans la notation, ds 7 c—11 et d4 6,7,d—=9,e—10- Autant que possible, on confond aussi la distance
locale w, et le point visible a de maniere & obtenir des notations qui sont comparables a
celles de Borgefors et d’autres auteurs qui désignent par a non pas le vecteur mais la valeur
de distance locale qui lui est attachée.

On désigne par V; 'ensemble des points visibles de %ZQ ou éZ?’ tels que = < 7 et on
note V¥ = V; \ Vi_1, une couche unique a x = i constant de cet ensemble. On montre & la
figure 3.10, les premiers points visibles 3D en utilisant la projection perspective définie au
83.1.2.

® O

a ndiq b

F1a. 3.10. Points visibles de 4—18Z3 en projection (points e de Vy, points o de Vy_1).
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3.1.7 Symétries

Pour désigner un vecteur précis du masque de chanfrein M, on donne sa construction
par symétrie a partir du vecteur correspondant de Mgc. On note ainsi @' /a le symétrique
du vecteur ¥ d’un masque 2D par rapport & la droite (0,a), et de méme, on note 7/ab, le
symétrique d’un vecteur v par rapport au plan (O,a,b). On a les trois fonctions suivantes:

(l’,y,Z) — (m,y,z)/ab = (x7y7 - Z) ;
(z,y,2) — (x,y,2)/bc=(y,z,2) et
(z,y,2) — (x,y,2)/ac = (z,2,y) .

c/ab/ac b/ac c
j/ab/ac| j/ac
O/_\O
j j/be
b a/bc
j/ab
c/ab

FiG. 3.11. Symétriques des points visibles de M% en projection.

Par exemple sur la figure 3.11, pour un générateur contenant la pondération (v;,w;),
ou j est le point visible (3,2,1), on désigne respectivement par j/ab, j/bc, j/ac, les vecteurs
(3,2, — 1), (2,3,1) et (3,1,2). Ces trois vecteurs ont évidement la méme distance locale wj
que le point j. Sur le méme principe, on note v’ /ab/ac (plutét que (7' /ab)/ac) le vecteur
obtenu par symétrie de plan (O,a,c) & partir du vecteur v’ /ab.

3.2 FEtude des distances de chanfrein

3.2.1 La fonction d¢ est une distance discréte

Verwer [Ver9la] montre qu'une distance de chanfrein satisfait toujours les propriétés
d’une distance discrete, telles qu’elles sont définies au §2.3.4.

Théoréeme 1 Etant donné un masque de chanfrein Mc, la distance de chanfrein corres-
pondante dc est bien une distance discrete.

Preuve : Soient A, B et C trois points de E.

> Définie positive: Si A = B alors dg(A,B) = 0 puisque le chemin nul est le chemin de
poids minimal reliant A & B. Inversement, si A # B alors il existe au moins un chemin de
A a B, car le vecteur unitaire v; est toujours présent dans le masque et peux donc servir a
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la réalisation d’'un chemin entre tout couple de point de E. Comme le chemin ainsi formé
contient au moins un vecteur du masque et comme tous les vecteurs du masque ont un
poids strictement positif alors W (Pap) > 0.

’ . . — — . o . N . N .
> Symétrique: Si P; = (vj,,...,v,) est un chemin minimal de A & B, construit a partir
/ . . . — —
des pondérations du masque, alors on peut construire le chemin Py = (—=7v;,,..., — v;,) de

B a A, qui est composé des vecteurs symétriques mis dans l'ordre inverse, car le masque
o 5 NEET — . . —

est symétrique (c’est-a-dire que pour tout vecteur vy, il existe un vecteur v; du masque

tel que v = —; et w; = w;). Par construction, on a donc W (Ps) = W (Py). Si P2 est un

chemin minimal alors do(A,B) = do(B,A).

Supposons que Py ne soit pas un chemin minimal, et donc qu’il existe Ps = (Uj:, e ,an)
qui le soit. On peut alors construire le chemin Py = (—vj,,...,—v;,) de A & B. Or le masque
est symétrique, on obtient donc comme précédemment que W (Py) = W (P3) < W(P,) =
W (Py), ce qui est en contradiction avec le fait que P; soit un chemin minimal.

> Inégalité triangulaire: Soit P; un chemin minimal de A & B. Si Py = (v;,,...,0;,)
. o . N —> —_— . o .
est un chemin minimal de A & C, et que P3 = (vj;,...,v;,) est un chemin minimal de
3 ‘ . — — —
C a B, alors leur concaténation Py = PaPs = (v, .. ,U{m,vjl, ...,0;,) a pour longueur

dc(A,C) + dc(C,B).

Supposons que do(A,B) > dc(A,C)+dc(C,B), alors W(Py) > W (Py), ce qui contredit
que P; soit un chemin minimal. [

C’est la découverte de cette preuve de Verwer (n’ayant jamais a notre connaissance été
publiée ailleurs que dans sa thése), qui a remis en question les résultats publiés dans [Thi94]
aux §3.4 et §3.5.1, ainsi que dans nos premiers articles [Rem99, Rem00Oc, Rem00b]. Cette
preuve met en lumiere que toutes les publications existantes sur le sujet tentent d’établir
non pas les conditions pour qu’une distance de chanfrein do soit une distance mais plutot
pour qu’elle soit une norme. En effet, on cherche a ce que les valeurs de la fonction soient
prévisibles, ce qui est le cas des que la fonction est une norme. Le paragraphe suivant illustre
par un exemple les phénomenes que l'on cherche a éviter.

3.2.2 Un exemple surprenant

Etudions le cas de la distance d31 en 2D qui est définie par le générateur Mgc =
{((1,0),3),((1,1),1) } représenté figure 3.12 (a).

Fic. 3.12.  Cas de ds; : M%, = {((1,0),3),((1,1),1)} (a) et 2 chemins de A a C (b).

Le schéma (b) de la figure 3.12 illustre le calcul de la valeur de distance entre les points
A et C, qui est par définition le minimum des couts des chemins les reliant. Deux de ces
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chemins sont représentés: Papc et Papc. On a W(Papc) = 6 alors que W(Papc) = 2.
En d’autres termes, le chemin le plus court n’est pas la ligne droite. Il est important de se
convaincre que cette observation ne remet absolument pas en cause l'inégalité triangulaire
ainsi que ’a montré Verwer, puisqu’on a toujours bien ds1(A,C) < d31(A,D) + d31(D,C)
et d371(A,C) < d3’1(A,B) + d371(B,C).

Cet exemple est bien entendu un cas d’école mais illustre certaines propriété potentiel-
lement indésirables des distances de chanfrein. La figure 3.13 (a) représente la distance a
Porigine (case 0 hachurée) de certains points de %22. Les points proches de la frontiere sont
indiqués (en grisé) afin de montrer explicitement les symétries qui permettent d’obtenir
I'étiquetage de tout Z2. On peut observer dans la région décrite que deux sous-réseaux
cohabitent. Les points du premier (en gris) sont étiquetés par des chemins constitués uni-
quement de vecteurs de la famille de a tandis que ceux du deuxiéme (en blanc) sont étiquetés
par des chemins constitués d’un certain nombre de vecteurs de méme famille que a et d’'un
seul b.

On peut aussi observer figure 3.13 (b), que les points inférieurs a 4 (en gris), qui forment
par symétrie la boule de rayon 4 dans la figure 3.13 (c), ne forment pas un ensemble convexe,
ce qui peut avoir un effet négatif sur des applications comme par exemple la détermination
de 'axe médian qui fait I’objet du chapitre 6.

7 9 !
| |
6 8|6 6
5 7|5 8 5 8
(a) (b)
4 6|4 7 6 4 7 6
3 5|3 6 5 8 3 6 5 8
2 412 5 4 7 6 2 5 4 7 6
31 4 3 6 5 8 1 4 3 6 5 8
3.2 5476 3 25476 (c)
314 3 6 5 8

Fi1G. 3.13.  Cas de d3 : carte de distance (a), points de éZQ faisant partie de la boule de
rayon 4 (b, en gris) et la méme boule compléte, obtenue par symétrie (c).

En résumé, il est important de noter que certains masque M peuvent provoquer des
effets indésirables, parfois assez subtils et plus difficiles & détecter que dans cet exemple.
3.2.3 Régularité et semi-régularité

C’est sans doute dans le but d’éviter le comportement de I'exemple précédant, que
Borgefors introduit dans [Bor91a] les notions de régularité et de semi-régularité.

Définition 8 (régularité) Soit p et q deux points pouvant étre connectés en utilisant au-
tant de fois que nécessaire, une seule pondération du masque. Si le chemin ainsi formé
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définit la distance entre p et q, c’est-a-dire est le chemin minimal, alors la fonction de
distance est dite semi-réguliere. Si il n’existe pas d’autre chemin minimal, alors la distance
est dite réguliere.

Borgefors montre ainsi que les masques du type M% = { (v,w,),(w,wp) } en 2D corres-
pondent & une distance réguliere si et seulement si w, < wp < 2.w, (et semi-réguliere si on
remplace une au moins des inégalités strictes par une inégalité large). On se convainc aisé-
ment que ces conditions permettent d’éviter I’exemple du §3.2.2: on s’assure en particulier
que la pondération (75,wp) n'est plus systématiquement privilégiée par rapport & (s,w,).

Kiselman étudie dans [Kis96] la régularité sous un aspect théorique. Il introduit en
particulier un formalisme mathématique pour définir les cartes de distance (cf. §3.1.4). Sa
définition sur la base de la convergence d’une série de convolutions infimales semble étre
inspirée par l'algorithme parallele: on cherche, a partir de chaque point de DT et dans
chaque direction de M, quelle est la plus petite valeur de distance pouvant étre propagée.

Kiselman montre pour tout masque de chanfrein et en toute dimension, que si une
distance de chanfrein est homogene, alors elle est semi-réguliere au sens de Borgefors, mais
il ne prouve malheureusement pas la réciproque. On retient donc qu’il est nécessaire de
chercher la semi-régularité, mais qu’elle n’est a prior: pas suffisante.

Borgefors applique ensuite ces travaux dans [Bor96] pour le cas des masques 3D du type
MY = {(w,wa),(v,wp),(W,we) } et confirme que dz 45 est une fonction réguliere. Dans
[Bor00], I’étude des masques de taille 3 est poussée jusqu’a la 4™ dimension. Borgefors y
recommande I'usage de MY, = { ((1,0,0,0),3), ((1,1,0,0),4), ((1,1,1,0),5), ((1,1,1,1),6) } qui
est I’extension du masque précédant et qui réalise un bon compromis en minimisant I’erreur
commise par rapport a dg tout en gardant des valeurs faibles sur la carte de distance.

Apres ’étude des masques de taille 3 en 2D, 3D et 4D, qui ne souleve pas de problemes
théoriques particuliers et semble confirmer que la semi-régularité est bien équivalente a
I’homogénéité, Borgefors et Svensson se lancent dans 1’étude plus ardue des masques de
taille 5 en 3D dans [Bor01], et plus spécifiquement des masques du type M, = { (va,wa),
(p,wp), (W,we), (Te,we) }. Mais cette étude souléve & nos yeux un probléeme et nous conduit

dans le prochain paragraphe a développer un contre-exemple.

3.2.4 La semi-régularité n’est pas I’homogénéité

Dans [Bor01], Borgefors et Svensson étudient les masques M¥, = { ((1,0,0), wa), ((1,1,0),
wb), ((1,1,1)7 wc), ((2,1,1)7 we) }. Elles montrent que la distance de chanfrein correspon-
dante est semi-réguliere si

We < Wa + We , We < 2.Wp , Wp < W, wp < 2.we €t dawe < 3we - (3.2)

Borgefors et Svensson isolent ensuite une série de huit sous-cas différents qui tous cor-
respondent a la semi-régularité de la distance. Nous nous intéressons au cas numéro II de
leur article qui correspond aux conditions supplémentaires suivantes :

We < Wy + Wy i.wb%—wcgwe et wy + 2.wp — we < We - (3.3)
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On remarque tout d’abord que ces contraintes sont réalisables puisqu’on peut par
exemple choisir w, = 20, wp = 28, we = 31 et we = 47.

Supposons qu’un tel masque M satisfaisant (3.2) et (3.3), corresponde a une norme
de chanfrein ng si et seulement si la distance do correspondante est semi-réguliere.

c
(1,1,1)
e
(2,1,1)

a (5,3,1) b
(1,0,0) (1,1,0)
e/ab
(2,1,—-1)

Fia. 3.14. Contre-exemple : la régularité n’implique pas ’homogénéité. Positions relatives
des points du Masque, et des points (10,6,2) et (5,3,1) (confondus sur cette représentation
en projection).

Si on calcule les distances a I'origine des points de %23 de la méme fagon qu’a la figure
3.13, et qu’on étudie les valeurs des points (10,6,2) et (5,3,1) qui sont représentés a la figure
3.14, on peut vérifier que pour n90 28 31,e=47, on trouve DT[(10,6,2)] = 244 = 2.wp, + 4.we
car le chemin 2.1, + 3.% + Tojap = 2.(1,1,0) + 3.(2,1,1) + (2,1, — 1) est minimal; mais si
on cherche la valeur de n¢(5,3,1), on trouve que DT[(5,3,1)] = 123 = w, + 2.wp, + we car
U+ 2.9 + T = (1,0,0) +2.(1,1,0) +(2,1,1) est minimal, or si n¢ était homogene, on devrait
avoir n¢(10,6,2) = 2.n¢(5,3,1), et donc:

Théoréme 2 Une distance de chanfrein réguliére ou semi-réguliére (au sens de Borgefors)
n’est pas forcement homogene et donc me vérifie pas nécessairement les propriétés d’une
norme de chanfrein.

Dans le chapitre suivant, nous détaillerons notre approche qui, bien que d’origine dif-
férente, est par beaucoup d’aspects comparable a celle de Borgefors. Nous montrerons que
nous apportons une solution simple au probleme consistant a obtenir un masque qui donne
une norme de chanfrein.

3.3 Conclusion

Dans un premier temps, nous avons défini les distances de chanfrein et présenté 1’algo-
rithme qui permet de calculer la transformée de distance d’une forme a partir d’une image
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discrete. Nous avons défini le générateur MY, qui permet de retrouver, par symétrie, le
masque de chanfrein M. Nous avons présenté les notions de boule et de boule inverse et
avons montré le lien qui les unit. Nous avons montré que les directions de pondérations v;
doivent étre choisies parmi ’ensemble des points visibles.

Dans un deuxiéme temps, nous avons repris la démonstration de Verwer qui montre que
toute distance de chanfrein vérifie bien les propriétés d’une distance discrete. Nous avons
présenté la régularité au sens de Borgefors et Kiselman, et avons montré que dans un cadre
général, elle n’est pas suffisante pour qu’on obtienne les propriétés d’une norme discrete.
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CHAPITRE

NORMES DE CHANFREIN

4.1 Introduction

Ce chapitre présente notre méthode pour déterminer des normes de chanfrein discretes.

Nous y étudions tout d’abord les normes de chanfrein dans ’espace continu et en tirons
des propriétés qui permettent de mieux comprendre leurs comportements.

Ensuite, sur la base de ces propriétés, nous proposons une technique qui permet de
construire un masque de chanfrein donnant une norme, de telle fagcon que sa valeur en tout
point soit connue, sans passer par ’algorithme de transformation de distance de Rosenfeld.

Enfin, nous montrons comment replonger ces résultats continus dans I'espace discret,
sans perdre les propriétés obtenues, afin d’obtenir des normes de chanfrein discrétes.

4.2 Norme de chanfrein dans I'espace continu

Définition 9 (distance de chanfrein continue) Pour un masque de chanfrein Mg
donné, on redéfinit la distance de chanfrein continue, notée dg, comme étant la fonction
de R" x R" — RT qui s’exprime par

d&(P,Q) = min D dwi s Y = PQ et Vi,\ €RT } (4.1)
(Ww)eMo  (Bwi))eMe
Cette définition est 1’analogue continu de la définition discrete classique, (définition 4
vue au §3.1.3), et qui se résume par

do(P,Q) = min{ Z ;W5 Z ng. v = P—Q et Vi,n; € N } (4.2)
(Ui:wi)eMC (F{,wi)EMC

Soit P et () deux points de E, on définit les normes de chanfrein associées: n%(P_Cj) =
d(PQ) et no(PQ) = do(PQ).

Une propriété surprenante de nﬂé quand on a observé le comportement de no sur les
contre-exemples du §3.2.2 et du §3.2.4 est la suivante:

Théoréme 3 Pour tout masque de chanfrein Mc, la fonction nﬂé est une norme sur R™.

Preuve : On a vu au §3.2.1 la preuve de Verwer que d¢ vérifie I'inégalité triangulaire. Sa
démonstration tient toujours pour nﬂé. Il ne reste donc qu’a prouver que pour tout A réel,
on a ng(A. ) = [A.nE(7") afin de vérifier les propriétés énoncées au §2.3.4.
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On remarquera tout d’abord que si A = 0, alors pour tout vecteur @', on a
nEOT) =nE(0) =0 = |\.nE (D).

On suppose maintenant que A > 0. D’apres la définition, on a

nB(\PQ) = min{ 3 w0 Y NT=APQ et Vi A >0 } ,
(viwi)EMe (viwi) EMe
puis, comme X # 0, on pose A, = \;/\, et on substitue A; par A.A,. On remarque aussi que
Ai = 0 et A > 0 implique A, > 0. On a

nﬂg(A.PQ)—min{ DTOANaw 1 Y ANT = APQ et W,AQ}O}.

(v7,w;)EMc (v, w;))EMc

On factorise les A\, pour obtenir

n(\.PQ) = min{ A. DN s XD AT = APQ et Vi, X 20}.
(viwi)eEMe (U wi)EMc

En mettant A en facteur, et en simplifiant I’équation vectorielle, on a

nB(\PQ) = /\.min{ 3N N 0 Y Nw=PQ et Vi, \;>0 }
(Twi)eMe  (Bwi)eMo
D’apres la définition de ng et puisque A > 0, on a nﬂé(}\P—Q)) = \)\\nﬂc{y(P—Q))
Il reste a traiter le cas ou A < 0. On sait que n[(R} est symétrique et donc que n%()\.?)) =
n¥(=A.v) o —A > 0. D’aprés ce qui précede, on a donc ng (A7) = | — A.ng(v) =
IAl.ng& (") ce qui conclut la démonstration. O

Ce qui différencie le comportement de ng et de nﬂg, c’est I'impossibilité dans le premier
cas d’utiliser les \; réels dans (4.1) a la place des n; entiers dans (4.2). En d’autres termes,
dans le domaine discret, le minimum calculé dans le domaine continu ne peut pas toujours
étre atteint car il n’existe pas de combinaison linéaire entiére (avec les n;) permettant
d’étiqueter le point. En conséquence, le point est étiqueté par une autre combinaison linéaire
entiere de valeur égale ou supérieure.

Sur I'exemple du §3.2.2, on a nC(O_B>) = w, = 3 car T, est le chemin discret de cofit
minimal de O a B, alors qu'on a nﬂé(O—é) = wp = 1 = (wp + Wyap)/2 puisque OB =
(Vs + ayab)/2 est alors minimal.

4.2.1 Masque rationnel équivalent

Nous allons maintenant étudier le comportement de la norme de chanfrein continue nﬂg.
Cette étude mettra en lumiere la nécessité de définir les notions de masque de chanfrein
rationnel équivalent et de cone.

Définition 10 (Masque rationnel équivalent) Pour un masque de chanfrein Mc
donné, on définit le masque rationnel équivalent par

M/C — { (ﬂ & ﬁ) c QB : (xi,yi,zi,wi) S MC} .

wi’wi’wi
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—
(%3

. , . N —
Dans la suite, on notera souvent * la pondération de My, correspondant & (vj,w;) de
1

Mec.

. N , , . —
En effectuant une mise a 1’échelle de chaque pondération (vj,w;) € M¢ par sa valeur
o ow
w; Y w;
rationnel équivalent sont donc tous & une distance locale unitaire vis-a-vis de leur propre

de distance locale w;, on obtient des pondérations ( ) = (%,1) Les points du masque

direction. On peut ainsi étudier le masque de chanfrein rationnel équivalent sous un aspect
purement géométrique (dans I’espace projectif w; = 1).
4.2.2 Coéne continu

En 2D, on appelle cdne une région comprise entre 2 vecteurs de M¢ (ou de My, suivant
le contexte). De méme, un céne en 3D est défini par 3 vecteurs.

Définition 11 (Céne continu) On appelle cone continu, noté <i,j> (resp. <i,j,k>), la
zone de R? (resp. R?) délimitée par les vecteurs v et v; (resp. v, v et ) :

<i,]> = {M eR? : 5?\7: \i. U+ )\j.Fj avec \j,\j €R+} et
. _ 3. A ). — — +
<igik>={ MR : OM = AT+ Xy + MR avee Aidj Ay € RY |

4.2.3 Déterminant d’un cone

En 3D, on définit le déterminant d’un cone de la maniere suivante :

Définition 12 (Déterminant d’un céne) Soit M¢c un masque de chanfrein 3D, soit
<i,j,k> un céne et soit (v,w;), (vjwj) et (vg,wy) les pondérations correspondantes de
M. Le déterminant de <1i,j,k> vaut

Ty Tj Tk
Aijk=|% Y Uk
Zi 25 Rk

Ty Ty
Yi Yj
On rappelle que le déterminant de deux vecteurs (resp. de trois vecteurs) est l'aire du

La définition 2D est analogue: pour un cone <%,j>, on a A; ; =

parallélogramme (resp. le volume du parallélépipede) défini par ces vecteurs. On remarque
que A; j, ne dépend pas de w;, w; et wy.

4.2.4 Propriétés de n]?} et enveloppe convexe des points de My,

Le comportement de nﬂé est lié & la position relative des points de My, et plus parti-
culierement & leur position par rapport a leur enveloppe convexe.

Etant donné un masque de chanfrein M, soit M/, son masque rationnel équivalent. On
note @My, enveloppe convexe des points de M. Les trois théorémes suivants apportent
une vision de plus en plus précise d’un méme phénomene.
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Théoréme 4 Seules participent au calcul de ng les pondérations (vi,w;) € Mc telles que

— —
% € My, soit sur la frontiére de @My, c’est-a-dire telles que w% ne soit pas un point

intérieur de @My,

Théoreéme 5 Le contour de @My, en 2D est un polygone, et chaque aréte (%,%) co