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Deuxième partie

Paires commutatives de
contractions



1 Spectre d’une paire commutative d’opérateurs.

1.1 Complexe de Koszul et spectre de Taylor.

Dans son article ”A joint spectrum for several commuting operators” (cf [27]) Taylor propose

une notion de spectre dans les algbres d’opérateurs qui possde les principales propriétés

issues de la notion de spectre joint dans les algbres de Banach commutatives et s’adapte

bien la résolution de certaines équations. Pour une paire T = (T1, T2) d’opérateurs sur un

espace de Hilbert H, on définit les applications suivantes :

δ0(T ) : 0 ↪→ H

δ1(T ) : H −→ H ⊕H

x −→ (−T2x, T1x)

δ2(T ) : H ⊕H −→ H

(x, y) −→ T1x+ T2y

δ3(T ) : H −→ 0.

Notons aussi la forme des applications adjointes :

δ∗1(T ) : H ⊕H −→ H

(x, y) −→ −T ∗
2 x+ T ∗

1 y

δ∗2(T ) : H −→ H ⊕H

x −→ (T ∗
1 x, T

∗
2 x).

On remarque que Imδi(T ) ⊂ Kerδi+1(T ) i = 0, 1, 2 grce la commutativité de la paire T

et on a donc le complexe de Koszul K(T1, T2) :

0
δ0(T )
↪→ H

δ1(T )−→ H ⊕H
δ2(T )−→ H

δ3(T )−→ 0.

Les groupes de cohomologie associés sont notés H i =
Kerδi+1(T )

Imδi(T )
i = 0, 1, 2. Dans la suite

on écrira δi pour δi(T ) si il n’y a pas de confusion possible. Par définition, l’exactitude du

complexe se traduit par trois propriétés :

1) H0 = 0 i.e. KerT1 ∩KerT2 = (0)

2) H1 = 0 i.e. toute solution (x1, x2) de l’équation T1x1 + T2x2 = 0 est de la forme

1



(−T2x, T1x) pour un certain x ∈ H.

3) H2 = 0 i.e. ImT1 + ImT2 = H.

On définit alors le spectre de T par Sp(T ) =
{

(λ1, λ2) ∈ C2, tels que K(T1 − λ1, T2 − λ2) est inexact
}

.

On notera aussi σ(T ) ou σ si il n’y a pas d’ambiguité.

De plus on dira qu’une paire d’opérateurs T est inversible si (0, 0) ̸∈ Sp(T ).

On a la proposition suivante due Taylor :

Proposition 1.1 (Taylor [27])

1. Sp(T ) est un compact du polydisque Dρ(T ) o ρ(T ) = (ρ(T1), ρ(T2)) et ρ(Ti) = lim
n

∥Tni ∥1/n.

2. On note ici, pour un opérateur A ∈ L(H), σ(A) son spectre et on désigne par πi la

i-me projection de C2 −→ C. On a alors : πi(Sp(T )) = σ(Ti) i = 1, 2.

En particulier si H ̸= 0 on a Sp(T ) ̸= ∅.

Dautre part l’analyse géométrique ou en termes d’opérateurs des groupes de cohomologie

donne des résultats sur la structure de la paire T .

Proposition 1.2 Soit T = (T1, T2) une paire d’opérateurs qui commute.

Si H1(T ) = 0 alors on a :

Ker(T1) = T2(KerT1)

Ker(T2) = T1(KerT2)

Preuve : Soit x ∈ KerT1 : on a alors T1x+ T20 = 0 et donc (x, 0) ∈ Kerδ2.

Puisque H1 =
Kerδ2
Imδ1

= 0, on en déduit que (x, 0) ∈ Imδ1, c’est dire, il existe θ ∈ H tel

que (x, 0) = (−T2θ, T1θ). Donc KerT1 ⊂ T2(KerT1).

Mais T1 et T2 commutent, donc KerT1 ∈ LatT2 ce qui établit le résultat. 2

Dans le cas o la paire T double-commute on peut pousser l’analyse plus loin ; en particulier

Curto a montré le résultat suivant :

Proposition 1.3 (Curto [9]) Soit T = (V1, T2) une paire d’opérateurs qui double-commute,

V étant une isométrie. Dans ce cas on a :

T inversible ⇐⇒



KerV ∗
1 ∩KerT2 = 0

et

ImV1 + ImT2 = H

2



En fait la proposition 1.2 montre que si H1 = 0 alors on a toujours KerT2 ⊥ KerT ∗
1 et

KerT1 ⊥ KerT ∗
2 et ceci pour toute paire d’opérateurs qui commute.

Dans ce qui suit on considre une paire d’opérateurs T qui double-commute mais on indiquera

par (DC) o la double-commutativité joue un rle.

On note Λp = δpδ
∗
p + δ∗p+1δp+1 p = 0, 1, 2, ce qui donne :

Λ0x = T ∗
2 T2x+ T ∗

1 T1x

Λ1(x, y) = (T2T
∗
2 x− T2T

∗
1 y;−T1T ∗

2 x+ T1T
∗
1 y) +

(T ∗
1 T1x+ T ∗

1 T2y;T ∗
2 T1x+ T2T2y)

avec DC
= (T2T

∗
2 x+ T ∗

1 T1x;T1T
∗
1 y + T ∗

2 T2y)

Λ2x = T1T
∗
1 x+ T2T

∗
2 x

Proposition 1.4 Pour toute paire T d’opérateurs qui commute on a :

Pour chaque p, Hp = 0 =⇒ KerΛp = 0 et il y a équivalence ds que Imδp est fermée.

Preuve : Les opérateurs δpδ
∗
p et δ∗p+1δp+1 étant positifs on a KerΛp = Kerδ∗p ∩Kerδp+1,

ce qui établit la proposition. 2

On en déduit la traduction suivante de l’exactitude du complexe :

H0(T ) = 0 ⇐⇒ KerT1 ∩KerT2 = 0

H1(T ) = 0
avec DC⇐⇒


Imδ1 fermé

KerT ∗
2 ∩KerT1 = 0

H2(T ) = 0 ⇐⇒


Imδ2 fermé

KerT ∗
1 ∩KerT ∗

2 = 0

De plus Curto a montré le résultat suivant :

Proposition 1.5 (Curto [9, Prop.3.4 p.134]) Pour toute paire T qui commute sur H on a

l’équivalence suivante :

T inversible ⇐⇒ [Λp inversible pour tout p = 0, 1, 2].

En fait la preuve de Curto permet d’établir un rapport un peu plus précis entre les groupes de

cohomologie et l’inversibilité des opérateurs Λp. Sans autre hypothse que la commutativité

de la paire T on a :

Proposition 1.6 Soit T une paire d’opérateurs qui commute sur H.

3



1. H2 = 0 ⇐⇒ Λ2 inversible

2. Λp inversible gauche =⇒ Hp = 0

3. (H2 = 0 et H1 = 0) =⇒ Λ1 inversible

4. (H1 = 0 et H0 = 0) =⇒ Λ0 inversible

Preuve : C’est essentiellement celle de Curto. La réécrire? 2

Ce qui précde peut alors se traduire sur la matrice T̂ définie par

T̂ =

 δ2

δ∗1

 : (H ⊕H)2 −→ H ⊕H x y

z t

 −→

 T1x+ T2y

−T ∗
2 z + T ∗

1 t


Curto a montré qu’une paire T d’opérateurs qui commute est inversible si et seulement

si T̂ l’est. Ceci résulte immédiatement de ce qui précde et des relations : T̂ ∗T̂ = Λ1 et

T̂ T̂ ∗ = (Λ2,Λ0). On en déduit le résultat :

Proposition 1.7 Soit T = (T1, T2) une paire d’opérateurs qui double-commute.

Si Λ0(T ) et Λ2(T ) sont inversibles alors KerT1 = T ∗
2 (KerT1).

Preuve : La démonstration est fondée sur la remarque suivante (cf les définitions des Λp) :

Λ1(T1, T
∗
2 ) =

 Λ0(T1, T2)

Λ2(T1, T2)


Or, d’aprs ce qui précde on a :

T inversible ⇐⇒ (Λp inversible ∀p) ⇐⇒



Λ0(T1, T
∗
2 )

Λ1(T1, T
∗
2 ) inversibles

Λ2(T1, T
∗
2 )

En particulier H1(T1, T
∗
2 ) = 0. Soit alors x ∈ H tel que T1x = 0 ; on a aussi T1x+ T ∗

2 0 = 0

i.e. (x, 0) ∈ Kerδ2(T1, T
∗
2 ) = Imδ1(T1, T

∗
2 ). On en déduit qu’il existe donc y ∈ H tel que :
x = −T ∗

2 y

0 = T1y

D’o KerT1 ⊂ T ∗
2 (KerT1)

avec DC
⊂ KerT1. 2

4



Comme cas particulier on retrouve ici un résultat de Curto.

Proposition 1.8 (Curto [9, Cor.3.15 p.137]) Soit T une paire d’opérateurs qui double-

commute. On a alors : T inversible =⇒ KerT1 ⊥ KerT2

Le tableau suivant récapitule quelques traductions de l’inversibilité de T et on note ADC

ou SDC pour signifier que les résultats sont obtenus avec ou sans double commutativité :

T inversible
SDC⇐⇒ (Hp = 0 ∀p) SDC⇐⇒ (Λp inversible ∀p)

⇕ ADC



KerT1 ⊥ KerT2

KerT1 ⊥ KerT ∗
2

KerT ∗
1 ⊥ KerT2

KerT ∗
1 ⊥ KerT ∗

2


1.2 Spectre essentiel et théorie Fredholm.

On met ici en évidence quelques définitions et propriétés du spectre essentiel pour une paire

d’opérateurs. Pour les éléments plus complets d’une théorie Fredholm et la notion d’indice

on peut consulter Albrecht [3], Ambrosie [4], Curto [9], Vasilescu [28][3].

Définition 1.1 On dit que λ ∈ C2 est dans le spectre essentiel de T si le complexe K(T−λ)

est essentiellement inexact, i.e. l’un au moins des espaces Hp est de dimention infinie.

Cette notion permet de dissocier trois parties du spectre essentiel de T : on notera σe =

σle ∪ σme ∪ σre.

λ ∈ σle ⇐⇒


dimH0 = +∞
ou

Imδ1(T − λ) non fermé (ceci impliquant dimH1 = +∞)

λ ∈ σme ⇐⇒


dimH1 = +∞ et Imδ1(T − λ) fermé

ou

Imδ2(T − λ) non fermé (ceci impliquant dimH2 = +∞)

λ ∈ σre ⇐⇒


dimH2 = +∞
et

Imδ2(T − λ) fermé

5



On a alors la traduction suivante en terme de suites de vecteurs de H. Soit λ = (λ1, λ2),

on obtient :

1. λ ∈ σle si il existe une suite (xn)n orthonormale dans H telle que (T1 − λ1)xn −→ 0

et (T2 − λ2)xn −→ 0.

2. λ ∈ σme si il existe une suite (Xn)n = ((xn)n ⊕ (yn)n) orthonormale dans (Imδ1)
⊥ ⊂

H ⊕H telle que δ2(T − λ)Xn = (T1 − λ1)xn + (T2 − λ2)yn −→ 0.

3. λ ∈ σre si il existe (xn)n suite orthonormale dans (Imδ2(T − λ))⊥ i.e. telle que

(T ∗
1 − λ1)xn −→ 0 et (T ∗

2 − λ2)xn −→ 0.

Proposition 1.9 (Curto [9, Cor.3.11 p.136]) Soit T = (T1, T2) une paire d’opérateurs qui

commute sur H. Alors T est Fredholm si et seulement si T̂ 1 l’est.

Ce résultat permet de définir de faon élémentaire une notion d’indice pour les paires Fred-

holm d’opérateurs qui commutent : soit T une paire Fredholm, on pose i(T ) = i(T̂ ) o

T̂ ∈ L
(
(H ⊕H)2

)
.

Nous rappelons quelques propriétés de l’indice qui nous seront utiles par la suite.

Théorème 1.1 (Curto [9, Th.3 p.142]) On note F l’ensemble des paires commutatives

Fredholm sur H.

Alors i : F −→ Z est continue, invariante par perturbation compacte et surjective.

En particulier i est constante sur les composantes connexes par arcs de F .

De plus on peut donner une expression de l’indice en fonction des applications δp :

Proposition 1.10 (Curto [9, p.143]) Soit T = (T1, T2) ∈ F .

Alors on a :

i(T ) = −dimKerδ∗1 + dim(Kerδ1 ∩Kerδ∗2) − dim(Imδ∗1 ∩ Imδ2) − dimKerδ2

Nous finissons cette partie avec un exemple d’application de ce qui précde. Il s’agit des

paires de shifts, qui constituent un test pour de nombreux problèmes et sert souvent de

modèle.

1.3 Exemple : paires de shifts qui double-commute.

Dans cette partie nous montrons comment la double-commutativité garantit une certaine

indépendance des deux shifts ; ceci se traduit en un modle fonctionnel simple et de fortes

propriétés spectrales.

1cf. 1.1
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Soit S = (S1, S2) une paire de shifts qui commute sur H. On sait (cf. ??) qu’il existe un

calcul fonctionnel Φ : H∞(D∈) −→ AS o AS est l’algbre duale engendrée par S1 et S2.

Cette représentation est de plus C.0 (cf. ??).

Lorsque de plus la paire S double-commute, S locinski [25] a montré qu’elle constitue un

modle au sens du théorme suivant.

Commenons par rappeler quelques définitions :

Définition 1.2 Soit V = (V (s))s∈S un semi-groupe d’opérateurs sur H.

1. On dit qu’un sous-espace L ⊂ H est ambulant pour V si ∀s1, s2 ∈ S, s1 ̸= s2 on a

V (s1) ⊥ v(s2).

2. On dit que le semi-groupe V est de type s si il existe un sous-espace ambulant L tel

que H =
⊕
s∈S

V (s)L.

On peut alors énoncer le théorme suivant :

Théorème 1.2 (S locinski [25, Th.1 p.258]) Soient V1 et V2 deux isométries qui commutent

sur H. On note Li = H ⊖ ViH i = 1, 2.

Les quatre propositions suivantes sont alors équivalentes :

1. Le semi-groupe {V n
1 V

m
2 }N2 est de type s.

2. V1 et V2 sont deux shifts qui double-commutent.

3. V2 est un shift et L2 =
∞⊕
n=0

V n
1 (L1 ∩ L2), ou bien V1 est un shift

et L1 =
∞⊕
n=0

V n
2 (L1 ∩ L2).

4. L’espace L = L1 ∩ L2 est ambulant pour le semi-groupe {V n
1 V

m
2 }N2

et H =
⊕

(n,m)∈N2

V n
1 V

m
2 L.

Pour une paire de shifts qui double-commute on a donc L = KerS∗
1 ∩KerS∗

2 ̸= (0) et un

modle pour S est la paire M = (Mz1 ,Mz2) de multiplication par les variables indépendantes

sur H2(D∈,L).

Proposition 1.11 Soit S = (S1, S2) une paire de shifts qui commute et telle que L =

KerS∗
1 ∩KerS∗

2 ̸= (0).

Alors on a SpS = D2
et la représentation Φ est une isométrie.

Preuve : Le fait que L ≠ 0 montre que 0 ∈ Sp(S). On considre alors la tranformation de

Mbius Mµ(z) =
z − µ

1 − µz
pour µ ∈ D.

7



Pour µ = (µ1, µ2) ∈ D∈, la paire Sµ := (Sµ11 , Sµ22 ) := (Mµ1(S1), (Mµ2(S2)) reste une paire

de shifts. De plus (Sµ)∗ = Sµ o µ = (µ1, µ2). On en déduit facilement que la paire Sµ

double-commute et que 0 ∈ Sp(Sµ).

Puis on utilise le fait que pour tout f ∈ A(D∈) et on a f(σ(T )) ⊂ σ(f(T )), pour conclure

avec T = Sµ et f = M−1
µ .

De plus pour f ∈ H∞(D∈) on peut écrire :

∥f∥ = sup
λ∈D∈

|f(λ)| ≤ ρ(f(S1, S2)) ≤ ∥f(S1, S2)∥

où ρ(T ) = limn ∥Tn∥1/n, T ∈ L(H). On déduit de cette remarque qu’une paire de shifts

qui double-commute admet un calcul fonctionnel Φ isométrique, i.e. elle appartient la

classe A. 2

Remarque :Dans le cas o dimL = 1 Curto a montré dans [9, p.145 Th.5] que le spectre de

la paire de multiplications M agissant sur H2(D∈) est D2
.

D’autre part, la formule donnant l’indice d’une paire d’opérateurs Fredholm qui double-

commute permet d’établir le résultat suivant :

Proposition 1.12 Soit S = (S1, S2) une paire de shifts Fredholm qui double-commute, et

L = dim (KerT1T
∗
1 ∩KerT2T

∗
2 ).

On a alors i(S) = −dim (KerT1T
∗
1 ∩KerT2T

∗
2 ) = −dimL

Remarque 1 : KerT1T
∗
1 ∩KerT2T

∗
2 = KerΛ2(T ).

Remarque 2 : Pour une paire d’isométries qui double-commute on a Λ0 = 1 et KerΛ1 =

KerΛ2 = KerT ∗
1 ∩KerT ∗

2 .

Donc une paire de shifts qui double-commute est Fredholm si et seulement si l’espace am-

bulant L est de dimension finie.

Remarque 3 : dimH2 = n signifie dim (Imδ2)
⊥ = n i.e. dimKerδ∗2 = n ou encore

dim (KerT ∗
1 ∩KerT ∗

2 ) = n.

Pour finir cette partie, on considre la paire Mν = (Mz1 ,Mz2) de multiplications par z1

et z2 sur l’espace L2(ν) o ν est une mesure borélienne finie sur T ∈. On notera M(0,0)

l’ensemble des mesures représentatives de (0, 0) relativement l’algbre du bidisque A(D∈) :

θ ∈ M(0,0) ⇐⇒
∫
T
fdθ = f(0, 0) ∀f ∈ A(D∈).

On notera m2 la mesure de Lebesgue sur T ∈ et pour toute mesure ν sur T ∈, on notera

H2(ν) la fermeture des polynmes analytiques dans L2(ν).

Proposition 1.13 1. B = {zn1 zm2 }
(n,m)∈Z2 est une base orthonormée de L2(ν) si et

seulement si ν ∈ M(0,0).
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2. Ainsi, si ν ∈ M(0,0) alors la paire Mν ∈ L(2)
(
L2(ν)

)
est unitairement équivalente

Mm2 ∈ L(2)
(
L2(T ∈)

)
et M̃ν = Mν|H2(ν) est une paire de shifts qui double-commute,

d’indice −1.

2 Dilatations isomtriques. Extentions co-isomtriques.

2.1 Gnralits.

Soit G un groupe d’lment neutre e et T une application de G dans L(H) telle que T (st) =

T (s)T (t) ∀s, t ∈ G et T (e) = 1.

On dit que T est de type positif si on a simultanment :

(1) T (s−1) = T (s)∗ ∀s ∈ G.

(2)
∑
s

∑
t

⟨T (t−1s)h(s)|h(t)⟩ ≥ 0 pour toute application h de G dans H support fini.

Soit M un sous-monode de G ; une reprsentation unitaire de M dans H est une application

U de M dans L(H) telle que :
U(st) = U(s)U(t) ∀s, t ∈M et U(e) = 1

U(s) est unitaire pour tout s ∈M

On a donc un morphisme de monodes valeurs unitaire.

Si R est un sous espace de H et U une reprsentation unitaire de M dans R, on dit que

U dilate T si T (s) = PrH U(s) ∀s ∈M . U est minimale si de plus on a R =
∨
s∈M

U(s)H.

Remarque : si M est un groupe, une reprsentation unitaire de M dans H est automatique-

ment de type positif. En effet on a :

∑
s

∑
t

⟨U(t−1s)h(s)|h(t)⟩ =
∑
s

∑
t

⟨U(t)∗U(s)h(s)|h(t)⟩ = ∥
∑
s

U(s)h(s)∥2 ≥ 0

Les rsultats de cette partie sont une synthse de [26] et sont exposs de faon aller rapidement

vers la construction des dilatations pour les paires de contractions dans la prochaine section.

Théorème 2.1 ([26]) (a) Pour toute application T de G dans L(H) de type positif, il existe

une reprsentation unitaire U du groupe G dans un sous espace R de H qui dilate T et qui

est minimale.

Une telle dilatation est dtermine isomorphisme prs par l’application T (grce la minimalit).

(b) Rciproquement, si U est une reprsentation unitaire de G sur H et R est un sous

espace de H, la fonction T dfinie par T (s) = PrR U(s) est de type positif.

Remarque : pour l’unicit, le procd est classique. Pour deux reprsentations unitaires min-

imales U et U ′ associes T , on a ⟨U(s)h|U(t)h′⟩ = ⟨T (t−1s)h⟩ = ⟨U ′(s)h|U ′(t)h′⟩ ∀s ∈
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G, ∀h, h′ ∈ H.

La minimalit permet de dfinir l’quivalence unitaire partir de :∑
finie

U(s)hs −→
∑
finie

U ′(s)hs

Soit A une application de M dans L(H) telle que A(st) = A(s)A(t) et A(e) = 1 ; trouver

une dilatation unitaire minimale (d.u.m.) de A est quivalent tablir l’existence d’un pro-

longement de A qui soit de type positif. En effet, si G est un groupe engendr par M , et si

il existe U sur M qui dilate A, alors U se prolonge G par U(s−1) = U(s)∗ ∀s ∈ M . Ceci

permet alors de dfinir A sur G par A(s−1) = PrH U(s−1) ce qui donne un prolongement de

type positif.

Rciproquement un prolongement de type positif admet une dilatation unitaire par le thorme

prcdent.

Soient Ω un ensemble et T = {Tω}ω∈Ω une famille de contractions qui commutent. On note

Z[Ω] ( resp. N[Ω]) les familles (nω)ω∈Ω d’lments de Z (resp. N) n’ayant qu’un nombre fini

de termes non nuls.

Pour n,m ∈ Z[Ω] on note : n ∪m = (max (nω,mω))ω∈Ω, n ∩m = (min (nω,mω))ω∈Omega,

n+ = n ∪ 0 et n− = −(n ∪ 0).

On munit Z[Ω] de sa structure usuelle de groupe additif. On peut alors dfinir une fonction

T sur N[Ω] par T (n)
not
= Tn

def
=

∏
ω∈Ω

Tnω .

Théorème 2.2 ([26]) Toute paire de contractions qui commute possde une d.u.m.

Remarques : (1) La minimalit dans le rsultat au dessus n’entraine pas l’unicit de la dilata-

tion.

(2) Parrot dans [22] a construit trois contractions qui commutent mais qui ne possdent pas

de dilatation unitaire.

(3) Pour deux contractions T1, T2 qui commutent l’application

N2 −→ L(H)

(n1, n2) −→ Tn1
1 Tn2

2

admet en gnral un prolongement de type positif, mais ce prolongement n’est pas forcment

unique.

Cas du prolongement rgulier : On peut dfinir un prolongement de Tn Z[Ω] par Tn =

(Tn−)∗Tn+ appel prolongement rgulier.

Pour v sous-ensemble fini de Ω, on note : |v| = card(v) et e(v) = eω(v) o

eω(v) =


1 si ω ∈ v

0 sinon.
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Théorème 2.3 Le prolongement rgulier T est de type positif si et seulement si :∑
v⊂u

(−1)|v|(T e(v) ≤ 0

pour tout sous-ensemble fini u de Ω.

Dans ce cas T possde une d.u.m. unique appele dilatation unitaire minimale rgulire de T

(d.u.m.r.).

Proposition 2.1 ([26]) Si T est une collection de contractions qui double-commute alors

le prolongement rgulier est de type positif.

2.2 Dilatation isomtrique et extension co-isomtrique d’une paire de con-

traction qui double-commute.

Soit T = (T1, T2) une paire de contractions qui double-commute ; si U = (U1, U2) est la

d.u.m.r. de T sur K =
∨
Z2

Un1 U
m
2 H, on appelle dilatation isomtrique minimale rgulire le

couple V = (V1, V2) o Vi est la restriction de Ui K+ =
∨
N2

Un1 U
m
2 H.

Si T est un oprateur agissant sur H et si K est un sur-espace de H, on appelle *-extension

de T sur K tout oprateur A ∈ L(K) tel que H est rduisant pour A.

Le lemme suivant est un rsultat d’extention utile pour analyser les proprits de certaines

dilatations que nous construirons par la suite.

Lemme 2.1 (S locinski [24]) Soient T une contraction et X un oprateur qui double-commute

dans L(H). Soit W ∈ L(L) H ⊂ L la d.u.m. de T .

Alors il existe une et une seule *-extension Y de X sur L telle que YW = WY .

De plus on a :

1. ∥X∥ = ∥Y ∥.

2. L+ =
∨
N

WnH rduit Y .

3. Y|L+
et U|L+

double-commutent.

4. Si X est unitaire alors Y l’est aussi.

Construction de la dilatation unitaire rgulire de T = (T1, T2) :

S locinski dans [24] donne la construction d’une dilatation d’une paire Tqui double-commute ;

celle-ci utilise le lemme prcdent et nous rappelons la dmarche qui servira analyser la

structure de la dilatation ainsi obtenue.

Soit S2 la d.u.m. de T2 sur K0 =
∨
Z

Sn2H ; par le lemme 2.1 il existe une unique *-extention
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S1 de T2 sur K0 telle que S2S1 = S1S2. De plus K+
0 =

∨
N

Sn2H rduit S1, ∥S1∥ = ∥T1∥ et on

note S̃i = Si|K+
0

. La paire (S̃1, S̃2) double-commute.

Dans ce cas S1 reste une contraction et on peut donc considrer sa d.u.m. U1 sur l’epace

K =
∨
Z

Un1K0.

Puisque S2 est unitaire et que S1S2 = S2S1, la paire (S1, S2) double-commute et on peut

appliquer nouveau le lemme : il existe une unique *-extention de S2 sur K, note U2, qui

est unitaire (car S2 l’est) et telle que U2U1 = U1U2. De plus l’espace K+
1 =

∨
N

Un1K0 rduit

U2 et la paire U1|K+
1
, U2|K+

1
double-commute.

Comme U2 est une *-extention de S2, on a :

K+ =
∨
N

Un1
∨
Z

Sm2 H =
∨
Z2

Un1 U
m
2 H

On note K+ =
∨
N

K+
0 =

∨
N

Un1
∨
N

Sm2 H =
∨
N2

Un1 U
m
2 H ∈ LatU1 ∪ LatU2 et V = (V1, V2) o

Vi = Ui|K+
1
i = 1, 2.

On remarque que U1|K+
1

est la dilatation isomtrique minimale de S1. S locinski appelle cette

dilatation unitaire (resp. isomtrique) minimale la dilatation unitaire (resp. isomtrique)

minimale naturelle de T .

Proposition 2.2 Soit T = (T1, T2) une paire de contractions qui double-commute, U =

(U1, U2) sa d.u.m. naturelle, et V = (V1, V2) sa d.i.m. naturelle. On a alors :

1. V double-commute.

2. U est la d.u.m.r. de T .

3. V ∗ = (V ∗
1 , V

∗
2 ) est une extension co-isomtrique minimale de T ∗.

4. Vi est une *-extension de la dilatation isomtrique minimale de Ti pour i = 1, 2.

Dans ce cas, comme pour une seule contraction, on a une relation privilgie entre d.i.m. de

T et e.c.i.m. de T ∗.

Preuve : (1) Les isomtries Vi agissent sur K+ =
∨
N2

Un1 S
m
2 H =

∨
N2

V n
1 V

m
2 H

Soient (n,m) ∈ N2 et h ∈ H.
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Pour n ≥ 1, on a :

V2V
∗
1 V

n
1 V

m
2 h = V2V

n−1
1 V m

2 h

= V n−1
1 V m+1

2 h

et

V ∗
1 V2V

n
1 V

m
2 h = V2V

∗
1 V

n
1 V

m
2 h

= V n−1
1 V m+1

2 h

Pour n = 0 et m ≥ 1, on a :

V1V
∗
2 V

m
2 h = V1V

m−1
2 h = V ∗

2 V1V
m
2 h

Pour n = 0, m = 0 on a :

V2V
∗
1 h = V2S̃

∗
1h car V1 est la d.i.m. de S̃1 donc V ∗

1 est l’e.c.i.m. de S̃∗
1 .

= S̃2S̃
∗
1h car V2 est une extention de S̃2 : ∀x ∈ K+

0 V2x = U2x = S2x = S̃2x.

= S̃∗
1 S̃

∗
2h car le lemme 2.1 garantit que S̃1 et S̃2 double-commutent.

= V ∗
1 V2h.

(2) U est rgulire : il faut montrer que pour tout n = (n1, n2) ∈ Z2 on a :

(Tn−)∗Tn+ = Pr
H
Un1
1 Un2

2 |H
not
= (Un1

1 Un2
2 )H .

On peut crire ni = n+i + n−i avec n+i ≥ 0 n−i ≤ 0 et ni = n+i ou ni = n−i . Dans ce cas on a

n− = (−n−1 ,−n
−
2 ) et n+ = (n+1 , n

+
2 ). Avec ces notations on a alors :

(Tn−)∗Tn+ = (T ∗
2 )−n

−
2 (T ∗

1 )−n
−
1 T

n+
1

1 T
n+
2

2 .

Pour n = (n1, n2) ∈ Z2 et h ∈ H, on a :

U
n−
1

1 h = (S∗
1)−n

−
1 h car U∗

1 est l’e.c.i.m. de S1.

= (T ∗
1 )−n

−
1 h car S1 est une *-extention de T1.

U
n−
2

2 h = (S∗
2)−n

−
2 h car U2 est une *-extention de S2.

= (T ∗
2 )−n

−
2 h car S∗

2 est l’e.c.i.m. de T2.
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PrH U
n1
1 Un2

2 h = PrH U
n1
1 S

n+
2

2 h car U2 est une extention de S2.

= PrH S
n+
1

1 S
n+
2

2 h car U1 est la d.u.m. de S1 et S
n+
2

2 h ∈ K0.

= PrH S
n+
2

2 S
n+
1

1 h

= PrH s
n+
2

2 T
n+
1

1 h car S1 est une extention de T1.

= T
n+
2

2 T
n+
1

1 h car S2 est la d.u.m. de T2.

La combiOn en dduit que U est l’unique ( isomorphisme prs) dilatation unitaire rgulire

minimale de la paire T .

(3) On montre tout d’abord que V ∗
2 est une *-extention de S̃2 (ce qui prouve aussi (4)) :

pour k ∈ K+
0 , et sachant que la d.u.m. d’une contraction est une extention de sa d.i.m., on

a V2k = U2k = S2k = S̃2k.

D’autre part si k est de la forme k = V n
2 h, h ∈ H, on peut crire V ∗

2 k = V ∗
2 V

n
2 h.

Pour n ≥ 1, on en dduit que V ∗
2 k = V n−1

2 h = S̃n−1
2 h = S̃∗

2S
n
2 h = S̃∗

2k.

Pour l’action sur les lments de H on peut crire :

V ∗
2 h = PrK+

0
S̃∗
2h car V2 est une extention de S̃2.

= PrK+
0
T ∗
2 h car S̃∗

2 est l’e.c.i.m. de T ∗
2 .

= T ∗
2 h

= S̃∗
2h.

Enfin ceci tant tabli, T = (T1, T2), on associe la d.i.m.r. V = (V1, V2) pour laquelle V2 est

une *-extention de S̃2, d.i.m. de T2.

Le mme procd s’applique la paire T ′ = (T2, T1) et donne une d.i.m.r. V ′ = (V ′
2 , V

′
1) telle

que V ′
1 est une *-extention de S̃′

1, d.i.m. de T1.

On a donc V ′ qui est une d.i.m.r. de T d’aprs l’unicit de cette dilatation, et finalement on

en dduit que V1 est une *-extention de la d.i.m. de T .

ceci montre que V ∗
1 est une extention co-isomtrique de T ∗

1 et V ∗
2 est une extention co-

isomtrique de T ∗
2 . 2

On dira que V ∗ = (V ∗
1 , V

∗
2 ) est l’extention co-isomtrique minimale rgulire de T ∗.

2.3 Dcomposition de Wold d’une paire d’isomtries qui double-commute.

Soit V = (V1, V2) une paire d’isomtries sur H qui commute. On dit que V possde une

dcomposition de Wold si il existe HUU , HUS , HSU et HSS , quatre espaces rduisant pour

V (c’est--dire pour chacun des oprateurs Vi) tels que :
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1. H = HUU ⊕HUS ⊕HSU ⊕HSS

2. Vi|HUU
sont unitaires i = 1, 2.

3. V1|HUS
et V2|HSU

sont unitaires.

4. V1|HSU
et V2|HUS

sont des shifts.

5. V1|HSS
et V2|HSS

sont des shifts.

Le rsultat qui suit est du S locinski (cf [25]) et dcrit les paires d’oprateurs possdent une

telle dcomposition.

Proposition 2.3 (S locinski [25] Soit V = (V1, V2) une paire d’isomtries qui commute.

Si V admet une dcomposition de Wold, alors celle-ci est unique.

Soit H = H1⊕K1 la dcomposition de H relative la dcomposition de Wold de l’isomtrie V1,

avec V1|H1
unitaire ; puis K1 = H2⊕K2 la dcomposition de K1 issue de la dcomposition de

Wold de l’isomtrie V1|K1
, o H2 est associ la partie unitaire.

Alors la paire V possde la dcomposition de Wold si et seulement si pour tout i = 1, 2 l’espace

Hi est rduisant pour Vi.

En particulier toute paire d’isomtries qui double-commute admet une dcomposition de Wold.

Remarque :Dans une dcomposition de type Wold seule la paire de shifts peut ne pas tre

doublement commutative.

2.4 Structure de la d.i.m.r. d’une paire qui double-commute.

On considre ici une paire T = (T1, T2) de contractions qui double-commute sur H et V =

(V1, V2) sa dilatation isomtrique minimale rgulire sur K+.

Comme V double-commute on a la dcomposition de Wold et on crit :

K+ = KUU ⊕KUS ⊕KSU ⊕KSS

Pour un sous ensemble quelconque S de H, on utilisera les notations suivantes :

M+(S) =
∨
N2

V n
1 V

m
2 S

Ri(S) =
⋂
N

V n
i M+(S)

Proposition 2.4 (S locinski [24, Prop.1]) Soit T une paire de contraction qui double-commute

sur H. On considre sa d.i.m.r. sur K+ avec la dcomposition de Wold comme au dessus.

Alors on a :

1. R1(H) = KUU ⊕KUS .
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2. R2(H) = KUU ⊕KSU .

3. En gnral on a les inclusions R1(S) ⊂ KUU ⊕KUS et R2(S) ⊂ KUU ⊕KSU .

On a aussi le thorme suivant qui dtermine la structure de la dilatation isomtrique minimale

d’une paire de contractions C.0. Pour une contraction T sur H on notera C.0(T ) = {x ∈
H, ∥T ∗x∥ −→ 0}.

Théorème 2.4 (S locinski [24, Th.1]) Supposons que T = (T1, T2) est une paire de con-

tractions qui double-commute et que V = (V1, V2) est sa d.i.m.r.

Si S ⊂ C.0(Ti) alors Ri(S) = 0

En particulier si T1 et T2 sont simultannment C.0 alors la d.i.m.r. se rduit une paire de

shifts.

De nombreux autres rsultats de structure peuvent tre trouvs dans les articles de Gaspar et

Suciu [12] [13].

3 Calcul fonctionnel et paires absolument continues.

3.1 Le schma initial de Briam, Davie et Øksendal.

En 1972 dans leur article ”A Functional Calculus For Commuting Contractions”, Briem,

Davie et Øksendal mettent en place un calcul fontionnel H∞(D∈) pour les paires de con-

tractions compltement non unitaires. Nous donnons ici le plan gnral de leur dmarche qui

conduit une dfinition de l’absolue continuit pour ces paires.

On considre donc une paire de contractions T = (T1, T2) qui commute sur H. Le point de

dpart est un rsultat d’Ando bien connu qui assure l’existence d’une (ou plusieurs) dilatations

unitaires minimales U = (U1, U2) sur un espace K ⊃ H.

3.1.1 Outils fonctionnels.

On note A = A(D∈) l’algbre des fonctions continues sur D2
qui sont analytiques sur D∈.

On munit T ∈ de sa tribu des borliens et on note M(T ∈) l’ensemble des mesures borliennes

complexes sur T ∈. Parmi celles-ci on notera m2 et m la mesure de Lebesgue normalise sur

T ∈ et T respectivement.

On rappelle ici quelques notions utiles par la suite :

(1) Une mesure µ ∈ M(T ∈) est dans A⊥ si

∫
T ∈

fdµ = 0 ∀f ∈ A.

(2) Pour (z1, z2) ∈ D∈, on dfinit M(z1,z2) = {µ ∈ M(T ∈) ;

∫
T ∈

{⌈µ = {(‡∞, ‡∈)}.

(3) Un sous-ensemble β de M(T ∈) est une bande si :

(i) Si ν ∈ M(T ∈) et si il existe µ ∈ β telle que ν est absolument continue par rapport
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|µ|, alors ν ∈ β.

(ii) Si {µn} ⊂ β et
∑

∥µn∥ <∞ alors
∑
µn ∈ β.

(4) Si β ⊂ M(T ∈) alors on note βs = {ν ∈ M(T ∈), ν ⊥ γ ∀γ ∈ β}.

Si β est une bande de mesures alors βs est aussi une bande. De plus on a (βs)s = β et toute

mesure µ a une unique dcomposition µ = σ + τ o σ ∈ β et τ ∈ βs.

Dans la suite on considre trois bandes de mesures dans M(T ∈) :

(a) β1 = {µ ∈ M(T ∈), µ supporte par E × T , E tant un borlien de T
tel que ⇕(E) = ′}.

(b) β2 = {µ ∈ M(T ∈), µ supporte par T × E , E tant un borlien de T
tel que ⇕(E) = ′}.

(c) β∗ la bande engendre par A⊥ ∩ βs1 ∩ βs2.

Un rsultat de Cole montre que β∗ coincide avec la bande β0 engendre par M(0,0).

Deux rsultats sont alors essentiels pour construire le calcul :

Théorème 3.1 ([7]) Soit µ ∈ A⊥ ∩ βs1 ∩ βs2. On considre {fn}n ⊂ A telle que sup
n

∥fn∥ <
+∞ et fn(z1, z2) −→ 0 ∀(z1, z2) ∈ D∈.

Alors fn −→ 0 pour la topologie f* de L∞(|µ|).

Nous rappelons ici la dmonstration de ce rsultat qui reste une cl dans cette dmarche.

Preuve : Pour la norme uniforme,
∨

{ g(z1, z2)

(z1 − a)(z2 − b)
, g ∈ A, (a, b) ∈ D∈} est dense

dans l’ensemble C(T ∈) des fonctions continues sur T ∈ et donc dense dans L1(|µ|).
Il suffit donc, sous les hypothses du thorme, de montrer que∫

T ∈
fn(z1, z2)

g(z1, z2)

(z1 − a)(z2 − b)
dµ(z1, z2)−→

n→∞
0

Quitte remplacer fn par fng, on peut supposer que g = 1.

On a alors :∫
T ∈

fn(z1, z2)

(z1 − a)(z2 − b)
dµ(z1, z2) =

∫
T ∈

fn(z1, b)

(z1 − a)(z2 − b)
dµ(z1, z2) +

∫
T ∈

fn(a, z2)

(z1 − a)(z2 − b)
dµ(z1, z2)

= −
∫
T ∈

fn(a, b)

(z1 − a)(z2 − b)
dµ(z1, z2) +

∫
T ∈

hn(z1, z2)dµ(z1, z2)

= Tn1 + Tn2 + Tn3 + Tn4

o on a pos

hn =
fn(z1, z2) − fn(z1, b) − fn(a, z2) + fn(a, b)

(z1 − a)(z2 − b)
.
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On remarque que hn ∈ A et donc Tn4 = 0. D’autre part fn(a, b) −→ 0 par hypothse et donc

Tn3 −→ 0.

Pour Tn1 , on dfinit une mesure ν sur T par la relation∫
T
q(z1)dν(z1) =

∫
T ∈

q(z1)

z2 − b
dµ(z1, z2) pour q ∈ C(T )

En fait ν ainsi dfinie est absolument continue par rapport m : en effet si E ⊂ T est un

borlien tel que m(E) = 0, on a alors |µ|(E × T ) = ′ car µ ∈ βs et donc |ν(E)| = 0.

Maintenant on pose Fn(z1) = fn(z1, b) ; on a Fn ∈ A(D), supn ∥Fn∥∞ < +∞ et Fn −→ 0

simplement sur D. Ceci implique que Fn −→ 0 pour la topologie f* de L∞(m). On en dduit

alors que

∫
T

Fn(z1)

z1 − a)
dν(z1) −→ 0 i.e. Tn1 −→ 0.

On procde de la mme faon pour montrer que Tn2 −→ 0. 2

Le second rsultat essentiel est l’identification de H∞(µ) pour µ ∈ β∗. On notera H∞(D∈)

l’algbre des fonctions analytiques bornes sur D∈.

Proposition 3.1 soit µ ∈ β∗ ; l’application suivante

H∞(µ+m2) −→ H∞(D∈)

f −→ P (f) (transforme de Poisson)2

est un isomorphisme isomtrique.

Dans la suite on identifiera donc H∞(µ+m2) et H∞(D∈) ou sa version au bord H∞(T ∈).

Un rsultat de Bercovici (cf. chap...) permet d’identifier ponctuellement certains lments de

H∞(T ∈) et de H∞(µ+m2).

3.1.2 Mesure spectrale et structure de la d.u.m.

Si U = (U1, U2) ∈ L(K) est une dilatation unitaire minimale de la paire de contractions

c.n.u. T = (T1, T2), on peut dfinir des mesures spectrales scalaires lmentaires σk,l pour

k, l ∈ K par :

(Um1 U
n
2 k|l) =

∫
T ∈

zm1 z
n
2 dσk,l

Lemme 3.1 ([7]) Soit T une paire de contractions c.n.u. et U une d.u.m. sur K ⊃ H. Il

existe µ ∈ β∗ telle que ∀k, l ∈ K, la mesure spectrale lmentaire σk,l est absolument continue

par rapport µ

Ceci permet alors de dfinir le calcul fonctionnel. Pour f ∈ H∞(µ+m2) = H∞(D∈) on pose

(f(T1, T2)x|y) =

∫
T ∈

fdσx,y, x, y ∈ H

De plus le thorme 3.1 garantit la continuit f* de cette reprsentation.

Ennonons le rsultat :
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Théorème 3.2 ([7]) Soit T = T1, T2) une paire de contractions c.n.u. Il existe un homo-

morphisme d’algbres Φ : H∞(D∈) −→ L(H) tel que :

1. p(T1, T2) a sa dfinition habituelle si p est un polynme.

2. ∥f(T1, T2)∥ ≤ ∥f∥, f ∈ H∞(D∈).

3. Si sup ∥fn∥ < +∞ et fn −→ f simplement sur D∈ alors fn(T ) −→ f(T ) pour la

toplogie faible des oprateurs.

4. (f(T ))∗ = f̃(T ∗
1 , T

∗
2 ) o f̃(z1, z2) = f(z1, z2).

3.2 Paires absolument continues

la premire extention du cadre prcdent est apparue ds 1974 avec l’article ” Les A-mesures

sur le tore de deux dimensions et le calcul symbolique de deux contractions permutables”

[14] de B.D. Khanh.

Ces rsultats seront tendus aux cas des N-upls et des ensembles spectraux produits de

compacts par M. Kosiek [17] [16][15][18].

Afin de nous placer dans le contexte favorable le plus large possible, nous adopterons la

dfinition suivante :

Définition 3.1 Soit T une paire de contractions qui commute sur H. on dit que T est

absolument continue si iml existe un homomorphisme d’algbres Φ : H∞(D∈) −→ L(H) tel

que :

1. Φ prolonge le calcul polynmial.

2. Φ est contractante.

3. Φ est f*-continue.

Soient U une dilatation unitaire minimale de T et µ une mesure spectrale scalaire associe.

Si µ ∈ β∗ alors T est absolument continue au sens prcdent. Octavio montre dans [21] que

l’on peut construire le calcul en suivant une dmarche analogue celle de Briem, Davie et

Øksendal.

Nous allons maintenant envisager le problme rciproque : peut-on caractriser les mesures

spectrales scalaires conduisant a un calcul H∞(D∈)?

Biensur, via l’existence d’une dilatation unitaire (Ando) et l’ingalit de Von Neumann, une

paire de contractions possde un calcul fonctionnel ϕ : A −→ L(H) contractant.

On peut alors dcomposer ϕ de la faon suivante :
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Théorème 3.3 (Kosiek [17, Th.1,Th.2]) Soit ϕ : A −→ L(H) un homomorphisme d’algbres

contractant.

Alors

1. il existe une dcomposition de ohi et de H unique

ϕ = ϕ0 ⊕ ϕ1 ⊕ ϕ2 ⊕ ϕ3

H = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕H3

o Hi rduit ϕ(A) et ϕ(A)|Hi
= ϕi(A).

2. Pour i = 0, 1, 2, ϕi possde un systme de mesures spectrales scalaires lmentaires dans

la bande βi ( i.e. il existe une mesure spectrale Ei telle que ⟨Ei(·)f, g⟩ ∈ βi).

3. ϕ3 s’tend de faon unique en une reprsentation ϕ̃3 : C(T ∈) −→ L(H), elle possde une

unique mesure spectrale et toutes les mesures spectrales scalaires lmentaires sont dans

(A⊥)s.

On peut alors faire le lien avec les mesures spectrales de ϕ(α1) et ϕ(α2) o αi(z1, z2) = zi i =

1, 2.

Pour cel on injecte isomtriquement deux copies de A(D) dans A : on note θi : A(D⟩) −→
A ⟩ = ∞,∈. Dans ce cas θi(A(D⟩)) est une sous-algbre ferme de A.

Grce ces oprateurs de restriction on peut considrer les deux reprsentations suivantes :

ϕ1 = ϕ ◦ θ1 = ϕ0 ◦ θ1 ⊕ ϕ1 ◦ θ1 ⊕ ϕ2 ◦ θ1 ⊕ ϕ3 ◦ θ1

ϕ1 = ϕ ◦ θ2 = ϕ0 ◦ θ2 ⊕ ϕ1 ◦ θ2 ⊕ ϕ2 ◦ θ2 ⊕ ϕ3 ◦ θ2

Maintenant si µ est une mesure complexe sur T ∈, on peut dfinir de faon naturelle deux

projections π1µ et π2µ qui sont des mesures sur T ; on a π1µ(σ) = µ(σ × T ) et π2µ(σ) =

µ(T × σ).

Par la suite on notera ∇i la bande de mesures engendre par les mesures reprsentant les

points de D⟩ (i = 1, 2).

Lemme 3.2 (Kosiek [17, L.1,2,3])

1. Soit ϕ une reprsentation de A et ϕ1, ϕ2 ses restrictions A(D∞) et A(D∈) respective-

ment.

Si µ est une mesure spectrale lmentaire associe (x, y) ∈ H2 alors pour i = 1, 2 πi(µ)

est une mesure spectrale lmentaire pour ϕi associe (x, y).

2. Si µ ∈ β0 alors πiµ ∈ ∇i i = 1, 2.
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3. Si µ ∈ β1 alors π1(µ) ∈ ∇s
1 et π2µ ∈ ∇2.

4. Si µ ∈ β2 alors π1(µ) ∈ ∇1 et π2µ ∈ ∇s
2.

On a alors le thorme suivant de Wilken (cf gamelin [11] p47) qui montre que si une reprsen-

tation de A(D) a un systme de mesures spectrales lmentaires singulires la bande engendre

par les mesures reprsentant les points de D alors cette reprsentation est singulire : elle a

une mesure spectrale dans (A(D)⊥)∫ .

Théorème 3.4 (Wilken) Si ∇ est la bande engendre par les mesures reprsentant les points

de D alors on a :

A(D)⊥ ∩∇∫ = (′)

Finalement on peut donner la description suivante :

Théorème 3.5 (Kosiek 3 [17, Th.2]) Soit ϕ : A −→ L(H) une reprsentation et ϕ1, ϕ2 ses

restrictions A(D∞) et A(D∈). On utilise les notation introduites au dessus. On a alors :

1. Pour i = 1, 2, ϕ0 ◦ θi est une reprsentation absolument continue (on a un systme de

mesures spectrales lmentaires dans A(D)⊥).

2. ϕ1 ◦ θ1 est singulire et ϕ1 ◦ θ2 est absolument continue.

3. ϕ2 ◦ θ1 est absolument continue et ϕ2 ◦ θ2 est singulire.

Traduit en terme d’oprateurs avec T1 = ϕ(α1) et T2 = ϕ(α2), on obtient donc une dcompo-

sition de la paire de contractions T = (T1, T2) en quatre morceaux rduisants.

Théorème 3.6 (Kosiek [18]) Soit T = (T1, T2) une paire de contractions sur H. On a

alors une dcomposition de H en sous espaces rduisant simultannment T1 et T2 : H =

H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕H3.

De plus Ti|Hi
est unitaire avec une mesure spectrale scalaire et Ti|H3

est unitaire.

On en dduit que toute paire de contractions T = (T1, T2) n’ayant aucun sous-espace rduisant

K, tel que (T1|K , T2|K) soit une paire d’oprateurs unitaires ayant une mesure spectrale

scalaire hors de β∗, est absolument continue au sens de notre dfinition. On dira que T est

purement absolument continue.

En particulier Kosiek, Octavio et Ptak [19] ont signal un cas d’extention simple du contexte

de Briem, Davie et Øksendal.

3Version modifie par kosiek ignorant la partie fausse du rsultat annonc dans l’article que nous citons
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Proposition 3.2 ([19]) Si T1 est c.n.u. et T2 est absolument continue, alors la paire

(T1, T2) est purement absolument continue.

D’autre part, pour une contraction il y a quivalence entre l’existence d’un calcul H∞(D) et

le fait que la reprsentation de A(D∈) ait une mesure spectrale dans A(D)⊥.

Dans le cas de deux contractions les deux lemmes suivants qui sont une consquence du

thorme du minimax permettent de donner une description claire de la situation. (cf Gamelin

[11])

Lemme 3.3 (Forelli) Soit A une algbre uniforme sur un compact X. Pour ϕ ∈ MaxA

(espace maximal idal), on note Mϕ l’ensemble des mesures reprsentatives de ϕ.

Soit E ⊂ X un Fσ tel que Mϕ(E) = 0.

Alors il existe une suite (fn)n ∈ A telle que ∥fn∥ ≤ 1 , fn(x) −→ 0 ∀x ∈ E et fn −→
1 Mϕ − pp (i.e. pour toute mesure de Mϕ).

Lemme 3.4 ([11]) Mme contexte qu’au lemme prcdent.

Soit K un ensemble f*-compact convexe de mesure positive dans X. Si µ ∈ (M(X))s alors

il existe E ⊂ X, un Fσ tel que :

1. |µ|(X\E) = 0

2. K(E) = 0

Ces rsultats peuvent alors s’appliquer l’tude des bandes qui nous intressent :

Lemme 3.5 (Khanh [14, L.8]) Soit µ une A-mesure positive. Si µ ∈ βs0 alors µ = 0.

Preuve : D’aprs ce qui prcde, il existe une suite de fonctions (fn)n ∈ A telle que ∥fn∥ ≤ 1,

fn −→ 0 µ − pp, et fn −→ 1 presque partout par rapport toute mesure de β0. On en

dduit que
∫
T ∈ fndµ −→ 0, et fn tend ponctuellement vers 1 dans D∈. La mesure µ tant

une A-mesure, on a donc
∫
T ∈ fndµ −→

∫
T ∈ 1dµ. D’o µ = 0 2

On peut alors faire le lien entre l’absolue continuit telle que nous l’avons dfinie et la nature

des mesures spectrales.

Commenons par rappeler un thorme que l’on trouve par exemple dans [11] :

Théorème 3.7 (citegamelin) Soit A une algbre uniforme et ϕ ∈ MA. Soit µ une mesure

complexe representant ϕ. Alors il existe une mesure ν positive reprsentant ϕ et absolument

continue par rapport µ

En particulier si µ est dans une bande β alors la mesure positive ν est aussi dans β.
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Proposition 3.3 Soit T une paire de contractions et Φ : A −→ L(H) un calcul sur A

associ.

Alors T est absolument continue si et seulement si Φ possde une mesure spectrale scalaire

positive µ dans la bande β0.

Preuve : On applique ce qui prcde aux mesures spectrales scalaires : pour x, y ∈ H on

note ϕ = x2y l’lment de MA vrifiant ⟨f |x2y⟩ =
∫
T ∈ fdµx,y o µx,y est la mesure spectrale

scalaire lmentaire associe x ⊗ y. De plus µx,y peut tre suppose positive grce au thorme

prcdent. Si Φ est absolument continue alors chaque mesure lmentaire est une A-mesure

(positive) et se trove donc dans la bande β0 d’aprs le lemme de Khanh. 2

3.3 Continuit absolue et dilatations minimales.

On montre ici que la dfinition de paire absolument continue donne au dessus est compatible

avec certaines dilatations minimales.

Proposition 3.4 Soit T une paire de contractions absolument continues. Alors T possde

une dilatation isomtrique minimale et une extension co-isomtrique minimale absolument

continue.

De plus si T double commute sa dilatation isomtrique et son extension co-isomtrique rgulire

minimale sont absolument continues.

Cette partie est mettre en parallle avec le chapitre 2.2 car nous utilisons une dcomposition

de la dmarche qu’on y utilise pour construire la dilatation isomtrique rgulire minimale.

D’autre part on passe facilement de l’extension co-isomtrique minimale la dilatation isomtrique

minimale en travaillant sur T ou T ∗.

Pour un oprateur A ∈ L(H), on note DA = (1−A∗A)1/2 l’oprateur de dfaut et DA = DAH.

Le lemme suivant permet de mettre en place une construction tape par tape, et il est

essentiellement contenu dans [5, lemme 3.2] :

Lemme 3.6 Soient T = (T1, T2) une paire absolument continue de contractions qui com-

mute sur H.

On note T ′
1 l’isomtrie partielle qui dilate T1 : T ′

1 =

 T1 0

DT1 0

 agissant sur H⊕DT1 et on

note R(T ′
1) = {A contraction, extension de T2, A ∈ L(H ⊕DT1) AT ′

1 = T ′
1A}. On a alors :

1. R(T ′
1) ̸= ∅

2. Pour T ′
2 ∈ R(T ′

1) on a :

[*] T ′
2 est absolument continue.

La paire (T ′
1, T

′
2) est absolument continue.
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Si T2 est une isomtrie alors T ′
2 est aussi une isomtrie.

Preuve : La continuit absolue de T se traduit par l’existence d’une reprsentation Φ :

H∞(T ∈) −→ L(H) f*-continue.

Le fait que R(T ′
1) ̸= ∅ provient d’un thorme de relvement du commutant (cf [10]).

On montre tout d’abord que T ′
2 est absolument continue. En fait on a H ⊕DT1 = H ∨M o

M = {T1x⊕DT1x, x ∈ H}. L’espace Hest invariant pour T
′∗
2 et T

′∗
2|H = T ∗

2 est absolument

continu.

De plus T ′
2|M est unitairement quivalent T2 via l’oprateur unitaire U : H −→ M dfini par

U(x) = T1x⊕DT1x.

Pour prouver que la paire (T ′
1, T

′
2) est absolument continue, on construit son calcul fonction-

nel : toute fonction de H∞(D∈) peut s’crire de faon unique u(z1, z2) = v(z2) + z1w(z1, z2)

o v ∈ H∞(D) et w ∈ H∞(D∈).

On dfinit alors

Φ′(u) = v(T ′
2) +

 T1Φ(w) 0

DT1Φ(w) 0


o Φ est le calcul associ la paire absolument continue (T1, T2) et v(T ′

2) est dfini par le calcul

de Sz.-Nagy Foias pour la contraction absolument continue T ′
2.

Biensur Φ′(u) est un oprateur born sur H ⊕DT1 .

Le fait que Φ′ est f*-continue est vident par construction car u −→ v ou u −→ w dans la

dcomposition prcdente sont des applications f*-continues.

Pour montrer que Φ′ est une reprsentation qui prolonge le calcul polynmial il suffit de

montrer que Φ′(u) = T ′n
1 T

′m
2 avec u(z1, z2) = zn1 z

m
2 . Si n = 0 c’est immdiat par construction.

Si n > 0 alors u(z1, z2) = z1w(z1, z2) et on obtient facilement :

T ′
1
n
T ′
2
m

=

 Tn1 T
m
2 0

DT1T
n−1
1 Tm2 0

 =

 T1Φ(w) 0

DT1Φ(w) 0

 = Φ′(u)

Enfin par l’ingalit de von Neumann Φ′ est contractante sur les polynmes et cette proprit

s’tend grce la continuit f*. 2

On est mintenant en mesure de prouver la proposition 3.4.

Preuve : On part de la paire T ∗ = (T ∗
1 , T

∗
2 ). Soit B∗ = (B∗

1 , T̃2
∗
) o B∗

1 est la dilatation

isomtrique minimale de T ∗
1 et T̃2

∗
est une extension de T ∗

2 qui commute avec B∗
1 sur l’espace

K+
1 .

On note Pn la projection de K+
1 sur le sous-espace K+

1,n = DT ∗
1
⊕ · · · ⊕ DT ∗

1︸ ︷︷ ︸
n copies

. Soit in
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l’injection canonique de K+
1,n dans K+

1 . Dans ce cas B∗
1 est la limite forte de la suite

d’oprateurs

inPnB
∗
1inPn = (Θ∗

1,n,Θ
∗
2,n)

Une utilisation rpte n fois du lemme prcdent montre que la paire (Θ∗
1,n,Θ

∗
2,n) est absolument

continue.

Finalement on dfinit une reprsentation Φ̃ : H∞(T ∈) −→ L(K+
∞) par :

Φ̃(f)x = lim
n, n≥N

f(Θ∗
1,n,Θ

∗
2,n)x ∈ K+

1,N f ∈ H∞(T ∈)

A ce stade Φ̃ est bien dfinie car
∨
n≥1

K+
1,n = K+

1 et est videmment f*-continue.

On en conclut que B∗
1 est une paire absolument continue.

On considre alors B = (B1, T̃2) et on ritre le procd que nous venons de dcrire. On obtient

alors une paire V = (V1,
˜̃T2) o V1 est la dilatation isomtrique minimale de la co-isomtrie

B1. En fait V1 est la dilatation unitaire minimale de T1, et ˜̃T2 est une extension de T̃2 qui

commute avec V1. La paire V est donc absolument continue.

Le mme procd appliqu au couple ( ˜̃T2, V1) conduit la dilatation unitaire naturelle (cf chap...)

de (T2, T1) et montre qu’elle est absolument continue.

De plus si T double-commute, ce procd donne la dilatation unitaire minimale rgulire de T .

On obtient les dilatations isomtriques minimales par restriction de cette dilatation unitaire

naturelle, ce qui conserve la continuit absolue. 2

3.4 La classe A(2)

Définition 3.2 La classe A(2) est constitue des paire absolument continues de contractions

qui possdent un calcul H∞(T ∈) f*-continu isomtrique.

Dans le cas o T ∈ A(2), l’application pradjointe ϕT devient une isomtrie et permet donc

d’identifier le prdual Q∞ de H∞(T ∈) et QT , celui de T .

ΦT : H∞(T ∈) −→ AT

ϕT : QT −→ Q∞

Pour x, y ∈ H, on notera x ⊗ y l’oprateur de rang au plus 1 agissant de la faon suivante :

x⊗ yu = (u|x)y.

L’image de x⊗ y dans QT = C1(T )/⊥AT sera note [x
T
⊗ y].

pour travailler via l’identification ϕT losqu’on a un calcul isomtrique, on notera de plus

x2Ty = ϕT ([x
T
⊗ y]). De plus on omettra de noter T lorsqu’il n’y a pas d’ambiguit.

Pour tout couple d’oprateurs unitaires U = (U1, U2) surK on dispose d’une mesure spectrale

scalaire µ et chacune des mesures lmentaires µx,y s’crit dµx,y = x
U· ydµ o x

U· y est
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la derive de Radon-Nikodym de µx,y par rapport µ. L’application (x, y) −→ x
U· y est

sesquilinaire, valeurs dans L1(µ), et ∥x U· y∥1 ≤ ∥x∥∥y∥.De plus si il existe une dcomposition

de l’espace K en sous-espace rduisants pour U , K = K1 ⊕K2, et U = U1 ⊕ U2, on a alors

x
U· y = PK1

x
U1· PK1

y + PK2
x
U2· PK2

y. Ceci se dmontre de faon lmentaire grce la dfinition

de x
U· y.

Proposition 3.5 Soit U ∈ A(2), une paire d’oprateurs unitaires sur H. Pour tous vecteurs

x, y ∈ H, on a [x
U· y]L1(T ∈)/H∞

′ (T ∈) = x
U
2 y

these.tex

4 Paire de contractions C0..

Si T1 et T2 sont deux C.0, on sait que la paire T = (T1, T2) est absolument continue. Il existe

Φ : H∞(D∈) −→ AT f*-continue prolongeant le calcul polynmial. Une question naturelle

apparait alors : Φ est-elle C0. ou, en d’autres termes, Φ est-elle continue si on met sur

H∞(D∈) la topologie f* et sur AT la topologie de la convergence forte des oprateurs. Apostol

a apport une rponse positive cette question ds 1980. Cependant ce rsultat semble avoir t

oubli dans certains articles rcents. Signalons ce sujet une erreur dans une dmonstration

[20, L.5.1 p. 411]. Il nous semble donc intressant de rappeler ce rsultat dans le cadre des

paires d’oprateurs agissant sur un espace de Hilbert.

D’autre part dans certains cas particuliers nous donnerons des preuves simplifies de cette

proprit du calcul fonctionnel.

4.1 Rsultats gnraux

Ce qui suit tend clarifier quelques notions autour du calcul fonctionnel d’une paire d’oprateurs

sur un espace de Hilbert.

Les rsultats que nous exposons ici proviennent de l’article d’Apostol ”Functional Calculus

and Invariant Subspaces”, et les preuves sont modifies pour prendre en compte que nous

travaillons sur un espace de Hilbert.

Soit H un espace de Hilbert, et T = (T1, T2) ∈ L(H) une paire d’oprateurs qui commute.

Pour m = 1, 2, on note H∞
m (D⇕) la sous-algbre de H∞(D∈) constitue des polynmes en

la m-ime variable wm ∈ D. Vu comme un polynme en wn, tout lment de H∞
m (D⇕) a ses

coefficient dans H∞(D) via une identification immdiate.

Rappelons qu’une paire d’oprateurs est polynmialement borne si elle est commutative et

cT := sup{∥p(T )∥, p polynme ∥p∥ ≤ 1} < +∞. Si T est polynmialement borne (on crira

T ∈ PB) alors on a aussi T ∗ = (T ∗
1 , T

∗
2 ) ∈ PB.

Pour tout h ∈ H∞(D∈) et tout rel 0 ≤ r < 1, on note hr l’lment de A(D∈) dfini par
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hr(w) = h(rw). Si T ∈ PB, alors T possde un calcul fonctionnel A(D∈) et on pourra

considrer hr(T ) ∈ L(H).

On dira que T est fortement-H∞-borne (not T ∈ SH∞B) si pour tout h ∈ H∞(D∈) hr(T )

admet une limite forte lorsque r −→ 1. On notera dans ce cas s − lim
r→1

hr(T ) = h(T ).

L’application Φ : h −→ h(T ) est un morphisme f*-continu valeurs dans L(H).

Rappelons que pour un oprateur T ∈ L(H) est C0. si lim
n→+∞

∥Tnx∥ = 0 pour tout x ∈ H.

Dans ce cas on dfinit aussi de faon similaire un oprateur PB ou SH∞B.

On dfinit alors les oprateurs αk,n, βk,n, γk,n ∈ L(H∞(D2)), 1 ≤ k ≤ 2, n ∈ N∗ comme suit :

si h ∈ H∞(D2) a un dveloppement en srie de Taylor par rapport sa k-ime variable wk de

la forme h(w) =
+∞∑
l=0

h(k,l)(w)wlk o h(k,l) ∈ H∞(DN ) ne dpendent pas de wk on pose :

(αk,nh)(ω) =
n3−1∑
l=0

n3 − l

n3
h(k,l)(ω)ωlk

(βk,nh)(ω) =
n−1∑
l=0

l

n3
h(k,l)(ω)ωlk

(γk,nh)(ω) =
h(ω) − (αk,n)(ω) − (βk,nh)(ω)

ωnk

En fait αk,nh esl la moyenne de Cesaro d’ordre n3 de h vue en tant que fonction de la

variable wk.

On commence par un lemme pour estimer la norme de ces lments :

Lemme 4.1 Pour tout n ∈ N∗, k ≤ n on a :

∥αk,n∥ = 1 ∥βk,n∥ ≤ 1
2n ∥γk,n∥ ≤ 2 + 1

2n

Les rsultats suivants suivent l’article d’Apostol et nous donnons les preuves dans le cadre

hilbertien.

Lemme 4.2 Si Tk ∈ C0. alors s − lim
n→+∞

g(h− αk,nh)r(T ) = 0 uniformment par rapport

0 ≤ r < 1 pour tout polynme g et tout h ∈ H∞(D2) avec ∥h∥∞ ≤ 1 et ∥g∥∞ ≤ 1.

Preuve : Pour x ∈ H on a :

∥g(T )(h − αk,nh)r(T )x∥ = ∥g(T )(βk,nh)r(T )x∥ + ∥rnTnk g(T )(γk,nh)r(T )x∥ ≤ cT {∥x∥ 1
2n +

(2 + 1
2n)∥Tnk x∥} −→ 0 2

Lemme 4.3 Si T1 est SH∞B, alors s− lim
r→1

gr(T ) existe pour tout g ∈ H∞
2 (D2).

Preuve : On crit g(T ) = a0(T1)+· · ·+aL(T1)T
L
2 and gr(T ) = (a0)r(T1)+. . .+(aL)r(T1)r

LTL2 .

Puisque T1 ∈ SH∞B le rsultat devient immdiat. 2
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Lemme 4.4 Si T1 est SH∞B et T2 est C0. alors T est SH∞B.

Preuve : On calcule ∥hr(T )x − hr′(T )x∥ = lim
n

∥(α2,nh)r(T )x− (α2,nh)r′(T )x∥ par le

lemme 4.2.

Maintenant α2,nh est dans H∞
2 (D2) et le lemme 4.3 peut tre appliqu, ce qui conduit au

rsultat. 2

Théorème 4.1 Si Ti ∈ C0. pour tout i ≤ 2, alors T est SH∞B.

Preuve : Au vu du lemme 4.4 on peut se ramener un oprateur T ∈ L(H). Mais on tombe

alors sur un rsultat bien connu. (cf...) 2

Le rsultat qui suit joue un rle fondamental dans le developpement de la thorie des algbres

duales, en particulier dans l’utilisation de relations d’annulation dans l’algbre prduale as-

socie.

Théorème 4.2 Si Ti ∈ C0. pour tout i ≤ 2, alors T est C0. (ΦT est f*-SOT-continue).

Preuve : Au vu du thorme 4.1, T est SH∞B et on a donc pour tout x ∈ H et toute suite

{hj}j≥1 dans H∞(D2) telle que ∥hj∥ ≤ 1 et hj
f∗−→ 0 :

hj(T )x = lim
r→1

(hj)r(T )x = lim
r→1

lim
n→+∞

(α2,nhj)r(T )x

La dernire galit provient du lemme 4.2 et la limite est uniforme par rapport r et j (en effet,

∥hj∥ ≤ 1 ∀j). Maintenant α2,nhj est dans H∞
2 (D2). Il suffit donc d’avoir le rsultat pour

un oprateur. L encore on tombe sur un rsultat classique en une variable. 2

4.2 Cas particulier simplifi.

Soit T = (T1, T2) une paire de contractions complètement non unitaires qui commutent.

Briem, Davie et Øksendal ([7]) ont montré l’existence d’un calcul fonctionnel H∞ pour la

paire T : il existe un homomorphisme Φ : f −→ Φ(f)
not
= f(T1, T2), de H∞ dans L(H) tel

que:

1. P (T1, P2) a sa signification habituelle pour P polynôme.

2. ∥f(T1, T2)∥ ≤ ∥f∥, f ∈ H∞

3. Si ∥fn∥ < ∞ et fn −→ f ponctuellement sur D∈ alors fn(T1, T2) −→ f(T1, T2) pour

la topologie faible de L(H).
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Proposition 4.1 Soit T = (S, T0) une paire où S est un shift unilatéral et T0 une contrac-

tion C·0. Alors ΦT est C·0.

Preuve : Etant donnés une suite (fn)n d’éléments de H∞, x ∈ H, et N ∈ N, il existe

gn ∈ H∞ telle que:

fn(T )∗x =
N−1∑
k=0

ank(T0)
∗S∗kx+ gn(S, T0)

∗S∗Nx

De plus S étant un shift, on a H =
∨
N∈N(KerS∗N )

Soit N ∈ N, x ∈ KerS∗N , on a:

fn(T )∗x =
N−1∑
k=0

ank(T0)
∗S∗kx

Si fn −→ 0 alors ∀k ≤ N − 1 ank
w∗−→ 0 pour la topologie faible-* de H∞(D).

Ceci associé au fait que T ∈ C·0 implique que ank(T )∗
sot−→ 0 et donc que ∥fn(T )∗x∥ −→ 0.

On a donc montré que

KerS∗N ⊂ X = {x ∈ H/∀fn
w∗−→ 0 fn(T )∗x −→ 0}

OrX est un sous espace fermé: en effet, pour y ∈ H x ∈ X on a ∥fn(T )∗y∥ ≤ supn ∥fn∥∞∥y−
x∥ + ∥fn(T )∗x∥. Et y ∈ X ⇐⇒ d(y,X) = 0, d’où lim∥fn(T )∗y∥ ≤ C∥y − x∥ et X 2

Ce résultat peut être généralisé en utilisant la structure de la dilatation isométrique mini-

male de la paire T lorsque celle-ci existe.

Soient T une paire de contractions qui douuble-commute et V = (V1, V2) agissant sur K

sa d.i.m.r. On a la décomposition de Wold: K = KUU ⊕ KUS ⊕ KSU ⊕ KSS où tous les

espaces cités réduisent V en une paire d’opérateurs unitaires, une paire unitaire-shift, une

paire shift-unitaire et une paire shift-shift respectivement.

Le théorème 1 de [24] montre de plus que si T double- commute et si de plus T1 et T2

sont simultannment C0. alors K se réduit KSS et que la d.i.m. est une paire de shifts

S = (S1, S2) qui double-commute. On en déduit que l’ on a un calcul fonctionnel ΦT , défini

par la compression de ΦS(f) à H. On est dans le cadre d’application directe des résultats

de [7] car on a une mesure spectrale jointe pour T absolument continue par rapport celle

engendrée par la paire S c’est dire dans la bande β∗.

Proposition 4.2 Soit T = (T1, T2) une paire de contractions qui double commutent telle

que T1 et T2 soient C.0. Alors il exite un calcul ΦT qui est C.0.
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5 Paires de shifts qui double-commutent.

Dans cette partie nous montrons comment la double-commutativit garantit une certaine

indpendance des deux shifts qui ”agissent dans des directions indpendantes” ; ceci se traduit

en un modle fonctionnel simple et de fortes proprits spectrales.

Soit S = (S1, S2) une paire de shifts qui commute sur H. On sait (cf partie calcul...) qu’il

existe un calcul fonctionnel Φ : H∞(D∈) −→ AS o AS est l’algbre duale engendre par S1

et S2. Cette reprsentation est de plus C.0 (cf p. ...refp.C.0.

Lorsque de plus la paire S double-commute, S locinski [25] a montr qu’elle constitue un

modle au sens suivant :

Théorème 5.1 Soient V1 et V2 deux isomtries qui commutent sur H. On note Li =

H ⊖ ViH i = 1, 2.

Les quatre propositions suivantes sont alors quivalentes :

(1) Le semi-groupe {V n
1 V

m
2 }N2 est de type s (au sens de Suciu []).

(2) V1 et V2 sont deux shifts qui double-commutent.

(3) V2 est un shift et L2 =
∞⊕
n=0

V n
1 (L1 ∩ L2), ou bien V1 est un shift et L1 =

∞⊕
n=0

V n
2 (L1 ∩ L2).

(4) L’espace L = L1 ∩ L2 est ambulant pour le semi-groupe {V n
1 V

m
2 }N2 et H =⊕

(n,m)∈N2

V n
1 V

m
2 L.

Pour une paire de shifts qui double-commute on a donc L = KerS∗
1 ∩ KerS∗

2 ̸= 0 et un

modle pour S est la paire M = (Mz1 ,Mz2) de multiplication par les variables indpendantes

sur H2(D∈,L).

Proposition 5.1 Soit S = (S1, S2) une paire de shifts qui commute et telle que L =

KerS∗
1 ∩KerS∗

2 ̸= 0.

Alors on a SpS = D∈ et la reprsentation Φ est une isomtrie.

Preuve : Le fait que L ≠ 0 montre que 0 ∈ Sp(S). On considre alors la tranformation de

Mbius Mµ(z) =
z − µ

1 − µz
pour µ ∈ D.

Pour µ = (µ1, µ2) ∈ D∈, la paire Sµ := (Sµ11 , Sµ22 ) reste une paire de shifts. De plus

(Sµ)∗ = Sµ o µ = (µ1, µ2). On en dduit facilement que la paire Sµ double-commute et que

0 ∈ Sp(Sµ).

..............

Dans le cas o dimL = 1 Curto a montr dans [9] que le spectre de la paire de multiplications
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M agissant sur H2(D∈) est D2
tout entier.

D’autre part pour f ∈ H∞(D∈) on peut crire :

∥f∥ = sup
λ∈D∈

|f(λ)| ≤ ρ(f(S1, S2)) ≤ ∥f(S1, S2)∥

On dduit de cette remarque qu’une paire de shifts qui double-commute admet un calcul

fonctionnel Φ isomtrique, i.e. elle appartient la classe A. 2

D’autre part, aprs avoir dfini l’indice d’une paire d’oprateurs Fredholm T par l’indice de

T̂ ∈ L(H ⊗ C2) (cf. 4), Curto dans [9, p. 143] a montr la formule suivante dans le cas de

double-commutativit :

Théorème 5.2 Soit T = (T1, T2) une paire d’oprateurs qui double-commute sur H.

Alors on a :

i(T ) = −dim (KerT1T
∗
1 ∩KerT2T

∗
2 ) + dim (KerT ∗

1 T1 ∩KerT2T
∗
2 )

+ dim (KerT1T
∗
1 ∩KerT ∗

2 T2) − dim (KerT ∗
1 T1 ∩KerT ∗

2 T2)

Corollaire 5.1 Soit S = (S1, S2) une paire de shifts Fredholm qui double-commute, et

L = dim (KerT1T
∗
1 ∩KerT2T

∗
2 ).

On a alors i(S) = −dim (KerT1T
∗
1 ∩KerT2T

∗
2 ) = −dimL

Preuve : Il suffit d’appliquer le thorme prcdant. 2

Remarque 1 : KerT1T
∗
1 ∩KerT2T

∗
2 = KerΛ2(T ).

Remarque 2 : Pour une paire d’isomtries qui double-commute on a Λ0 = 1 et KerΛ1 =

KerΛ2 = KerT ∗
1 ∩KerT ∗

2 .

Donc une paire de shifts qui double-commute est Fredholm si et seulement si l’espace am-

bulant L est de dimension finie.

Remarque 3 : dimH2 = n signifie dim (Imδ2)
⊥ = n i.e. dimKerδ∗2 = n i.e. dim (KerT ∗

1 ∩KerT ∗
2 ) =

n.

Pour finir cette partie, on considre la paire M = (Mz1 ,Mz2) de multiplications par z1 et z2

sur l’espace L2(ν) o ν est une mesure borlienne finie sur T ∈.

Proposition 5.2 (1) B = {zn1 zm2 }
(n,m)∈Z2 est une base orthonorme de L2(ν) si et seule-

ment si ν ∈ M(0,0).

(2) Si ν ∈ M(0,0) alors M̃ = M|H2(ν) est une paire de shifts qui double-commute, et dans

ce cas on a M = (Mz1 ,Mz2) sur L2(ν) qui est unitairement quivalent M = (Mz1 ,Mz2) sur

L2(T ∈).
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6 Algbre duale engendre par une paire d’oprateurs.

6.1 Introduction.

Cette partie se dcompose en deux directions principales.

Dans un premier temps nous exposerons une collection de rsultats essentiellement issus

de l’analyse des proprits spectrales des paires d’oprateurs. Nous rappellerons ces rsul-

tats afin de donner une vision assez dtaille et prcise des perces effectues dans ce domaine.

Cette collection n’est pas exhaustive mais retrace quelques progrs essentiels effectus dans

l’utilisation des spectres dans les algbres duales et dans certaines rductions maintenant

classiques du problme du sous-espace invariant.

Dans un second temps nous dvelopperons un procd d’approximation fond sur la domi-

nance de certains ensembles et la mthode de Scott Brown. Ceci permet entre autres d’obtenir

de nouveaux rsultats sur les sous-espaces invariants et la reflexivit de certaines paires de

contractions.

6.2 Rappels.

Dans cette section nous rappelons quelques notations et dfinitions ncessaires pour noncer

les rsultats qui vont suivre. Il s’agit du contexte gnral classique des algbres duales et des

calculs fonctionnels. On peut consulter [26] et [1] pour une exposition plus complte et dtaille

de ces notions.

Définition 6.1 Soit A ⊂ L(H) une algbre duale et θ ∈ [01].

On appelle Xθ(A) l’ensemble des lments [L] du prdual QA pour lesquels il existe deux suites

(xi)i et (yi)i dans la boule unit ferme de H vrifiant simultanment :

(a) lim sup
i→+∞

∥[ L] − [xi ⊗ yi]∥ ≤ θ.

(br) lim
i→+∞

∥[xi ⊗ ω]∥ = 0, ω ∈ H.

(cl) lim
i→+∞

∥[ω ⊗ xi]∥ = 0, ω ∈ H.

Définition 6.2 Soit A ⊂ L(H) une algbre duale, θ ∈ [01[ et γ > θ.

On dit que A possde la proprit X0,1 si Xθ ⊃ (QA)γ (boule ferme du prdual, centre en 0, de

rayon γ).

Cette proprit garantit une trs grande flexibilit dans les approximations et implique en

particulier que l’algbre A est reflexive (ce qui garantit un treillis des sous-espaces invariants

riche).
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Maintenant soit G un domaine born de C2. Tout sous-espace B(G) de H∞(G) qui

est f*-ferm possde un prdual B∗(G) identifiable L1(G)/⊥B(G). On considre les valuations

ponctuelles {Eλ, λ ∈ G} ⊂ B∗(G) :

Eλ : B(G) −→ C

f −→ ⟨f, Eλ⟩ = f(λ).

Soit Φ : B(G) −→ L(H) une reprsentation ; pour x, y ∈ H on dfinit des formes linaires sur

B(G) par :

x2y : B(G) −→ C

f −→ ⟨f, x2y⟩ = (Φ(f)x|y).

Définition 6.3 Soit Φ comme au-dessus et θ ∈ [01].

On appelle Xθ(Φ) l’ensemble des lments [L] du prdual B∗(G) pour lesquels il existe deux

suites (xi)i et (yi)i dans la boule unit ferme de H vrifiant simultanment :

(a) lim sup
i→+∞

∥[ L] − xi2yi∥ ≤ θ.

(br) lim
i→+∞

∥xi2ω∥ = 0, ω ∈ H.

(cl) lim
i→+∞

∥ω2xi∥ = 0, ω ∈ H.

Comme dans le cas prcdent on a :

Définition 6.4 Soit Φ comme ci-dessus, θ ∈ [01[ et γ > θ.

On dit que Φ possde la proprit Xθ,γ si Xθ(Φ) ⊃ (B∗(G))γ (boule ferme du prdual, centre en

0, de rayon γ).

Remarque :∀x, y ∈ H, x2y ∈ B∗(G) quivaut la continuit de Φ lorsque l’on munit B(G) de

la topologie faible* et L(H) de la topologie faible des oprateurs.

6.3 Rsultats lis des proprits spectrales.

Les rsultats qui suivent sont classs par ordre chronologique de leur parution. Cette liste, bien

que non exhaustive, a pour but de citer les questions classiques et de fournir un ensemble

assez large de rfrences bibliographiques. Les thormes et propositions sont rcrits dans le

cadre de l’tude des paires d’oprateurs bien que plusieurs rsultats soient initialement tablis

dans le contexte gnral des N-upls. Cependant le cas N = 2 met bien en vidence les nouvelles

caractristiques spectrales ainsi que les outils dvelopps pour les exploiter.

Théorème 6.1 (Kosiek, Octavio, Ptak [19, Th.3.1 p.3]) Soit T = (T1, T2) une paire de

contractions sur H qui commute. Supposons que T1 ∈ C0. et T2 est absolument continue.

Si σle(T ) ∩ D∈ est dominant pour H∞(D∈), alors l’algbre duale AT a la proprit X0,1.
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Pour le thorme suivant on rappelle la notion d’extention co-isomtrique diagonale d’une paire

de contractions qui commute T = (T1, T2).

On dit que la paire T possde une extention co-isomtrique diagonale si il existe une extention

co-isomtrique B = (B1, B2) de T ou de (T̃ ) = (T2, T1) sur K telle que relativement la

dcomposition de Wold de B1 = S∗
1 ⊕ R1 et K = S1 ⊕ R1 (o S∗

1 est l’adjoint d’un shift

unilatral et R1 est unitaire), on puisse crire B2 = As ⊕Ar o As ∈ L(S1) et Ar ∈ L(S2).

Théorème 6.2 (Kosiek, Octavio, Ptak [19, Th.4.2 p.7]) Soit T = (T1, T2) ∈ L(H) une

paire absolument continue de contractions qui commute. Supposons de plus que T possde

une extention co-isomtriqque diagonale.

Dans ce cas si σle(T )∩D∈ est dominant pour H∞(D∈), alors l’algbre AT possde la proprit

X0,1.

Le rsultat qui suit est le premier utiliser la partie ”mdiane” du spectre, dont l’apparition

est caractristique du passage d’un seul deux, voire N oprateurs.

Ici G est un domaine born de C2 et B(G) est un sous-espace f*-ferm de H∞(G) qui possde

la proprit de Gleason : pour λ = (λ1, λ2) ∈ G,

{
2∑
j=1

(λj − zj)gj , g1, g2 ∈ B(G)} = {f ∈ B(G), f(λ) = 0}.

Théorème 6.3 (Albrecht, Chevreau [1, Th.2.1 p.6]) On considre B(G) comme au dessus.

On suppose qu’il existe une reprsentation continue Φ : B(G) −→ L(H) telle que ∥Φ∥ = 1.

On suppose de plus que Φ est C00.

Si σe(T ) ∩ G est dominant pour B(G), o T := (Φ(π1),Φ(π2)), alors Φ a la proprit Xθ,1

(πi : (z1, z2) −→ zi, i = 1, 2).

Proposition 6.1 (Albrecht, Chevreau [1, Cor.3.3 et Cor.3.4 p.11]) On considre une reprsen-

tation Φ : B(G) −→ L(H) continue.

1. Si Φ est C00 et (σle ∪ σre) ∩G est dominant pour B(G) alors Φ a la proprit Xθ,1.

2. Si Φ est C0. et σle ∩G est dominant pour B(G) alors Φ a la proprit Xθ,1.

3. Si Φ est C.0 et σre ∩G est dominant pour B(G) alors Φ a la proprit Xθ,1.

Le rsultat qui suit est une rduction pour le problme du sous espace invariant.

Proposition 6.2 (Albrecht, Ptak [2, Cor.2.4 p.4]) Soit T = (T1, T2) une paire d’oprateurs

qui double-commute dans L(H).

Si Sp(T )\σe(T ) ̸= alors T1 ou T2 a un sous-espace hyperinvariant.

De mme si T1 ou T2 possde une partie unitaire alors LatT est non trivial.
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Théorème 6.4 (Albrecht, Ptak [2, Th.2 p.2]) Soit T = (T1, T2) une paire de contractions

compltement non unitaires qui double-commute dans L(H). Si σe(T ) ∩ D∈ est dominant

pour H∞(D∈) alors T a la proprit X0,1.

Ceci combin avec les rductions au dessus permet d’tablir :

Proposition 6.3 (Albrecht, Ptak [2, Th.1 p.1]) Soit T = (T1, T2) une paire de contractions

qui double-commute dans L(H). Si σ(T ) ∩D∈ est dominant pour H∞(D∈) alors LatT est

non trivial.

Proposition 6.4 (Albrecht, Ptak [2, Prop.5.3 Rq.5.4]) Soit T = (T1, T2) une paire de

contractions qui double-commute presque dans L(H) (i.e. T ∗
1 T2 et T2T

∗
1 ne diffrent que

d’un oprateur compact).

Si on est dans une des situations suivantes :

1. σme(T ) est dominant pour H∞(D∈) ou

2. T1 est C0. et T2 est C.0 et σe(T ) est dominant pour H∞(D∈) ou

3. T1 ou T2 est C0. et (σle ∪ σme) est dominant pour H∞(D∈) ou

4. T1 ou T2 est C.0 et (σre ∪ σme) est dominant pour H∞(D∈) ou

5. T admet une extention co-isomtrique diagonale et (σle ∪ σme) est dominant pour

H∞(D∈)

alors T a la proprit X0,1.

Théorème 6.5 (Kosiek, Ptak [20, ???]) Soit T = (T1, T2) une paire de contractions com-

pltement non unitaires.

Si σ(T ) ∩D∈ est dominant pour H∞(D∈), et T1 et T2 sont simultannment C0. alors AT a

la proprit X0,1.

Enfin nous finissons cette partie en citant quelques problmes classiques lis aux notions

voques plus haut.

Le premier est l’analogue d’un rsultat bien connu d’Apostol.

Problme 6.1 Une paire de contractions c.n.u. qui commute, telle que σ(T ) ⊃ T ∈ et qui

possde un calcul H∞(D∈) non isomtrique a-t-elle un sous-espace invariant non trivial ?

Problme 6.2 Une paire telle que σe ̸= σ a-t-elle un sous-espace invariant non trivial ?

Problme 6.3 Que dire de Lat(T ) si σ(T ) ⊃ T ∈ ?
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6.4 Gnralits.

Soit T = (T1, T2) une paire de contractions sur H qui commute et B = (B1, B2) une

extention co-isomtrique minimale agissant sur K ⊃ H. On suppose qu’il existe un sous-

espace M rduisant pour B. On note PH la projection orthogonale de K sur H et PM la

projection orthogonale de K sur M .

On suppose de plus que T ∈ A(2)(H). On note alors ΦT le calcul H∞(T ∈) associ et ϕT

sont application pradjointe :

ΦT : H∞(T ∈) −→ AT ⊂ L(H)

ϕT : QT −→ Q∞ = L1(T ∈)/H1
0 (T ∈)

pour x, y ∈ H on note x
T
2 y la forme linaire (qui est dans Q∞ car ΦT est f*-continue)

agissant de la faon suivante :

⟨f |x T
2 y⟩ = (ΦT (f)x|y) f ∈ H∞(T ∈).

La paire B = (B1, B2) est aussi absolument continue et la proposition qui suit permet de

travailler relativement l’e.c.i.m. et au prdual associ.

Proposition 6.5 Supposons que T ∈ A(2)(H) et que B est une e.c.i.m. sur K ;

Dans ce cas on a :

1. B ∈ A(2)(K).

2. ∀x, yinH x
B
2 y = x

T
2 y. Dans la suite on notera x2y = x

B
2 y.

3. Pour tout x ∈ H et w, z ∈ K on a :

x2z = x2PHz

w2z = PMw2PMz.

4. Soit (xn)n ∈ HN telle que ∥xn2y∥ −→ 0 ∀y ∈ H alors on a :

∥xn2z∥ −→ 0 ∀z ∈ K

∥PMxn2z∥ −→ 0 ∀z ∈ K.

Preuve : (1. . . 4) sont classiques cf. [8] 2

On met maintenant en vidence des relations d’entelacement essentielles pour utiliser la

dcomposition de l’espace K.
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Proposition 6.6 Soit T une contraction absolument continue et B une e.c.i.m. ayant

un sous-espace rduisant M . On crit K = M ⊕ M⊥ et relativement cette dcomposition

B = BM ⊕BM⊥.

Soient x ∈ H et h ∈ H∞(T ∈). On a alors :

h(T )x = h(B)x = h(BM )PMx⊕ h(BM⊥)PM⊥x

et on en dduit donc que :

h(BM )PMx = PMh(T )x

h(BM⊥)PB
M⊥x = PM⊥h(T )x

Il ressort de plus de ces relations que PMH est invariant pour la paire BM .

Les notions que nous rappelons maintenant ont t introduite par Chevreau et Pearcy.

Soient M un sous-espace f*-ferm de L(H) et 0 ≤ θ < 1 ; alors Erθ (M) est l’ensemble de tous

les lments [L] de QM pour lesquels il existe deux suites (xn)n et (yn)n dans (H)1 vrifiant :

(a) lim supn ∥[L] − [xn ⊗ yn]∥ ≤ θ

(br) ∥[xn ⊗ z]∥ −→ 0 ∀z ∈ H

(cr) yn ⇀ 0

Lensemble E lθ(M) est obtenu en remplaant les conditions (br) et (cr) respectivement par :

(bl) ∥[z ⊗ yn]∥ −→ 0 ∀z ∈ H

(cl) xn ⇀ 0

Remarque :Les conditions (cr) et (cl) sont en fait superflues ici.

Dans le cas o on tudie une paire de contractions T qui possde un calcul fonctionnel ΦT :

H∞(T ∈) −→ AT , on peut pour 0 ≤ θ < 1 dfinir les ensembles Êrθ (T ) et son analogue

Êrθ (T ) ; par exemple Êrθ (T ) est l’ensemble des lments [f ] du prdual de H∞(T ∈) identifi

L1(T ∈)/H∞
′ (T ∈) pour lesquels il existe deux suites (xn)n et (yn)n dans (H)1 vrifiant les

proprits suivantes :

(â) lim sup
n

∥[f ] − xn2yn∥ ≤ θ

(b̂r) ∥xn2z∥ −→ 0 ∀z ∈ H

On peut observer que puisque ϕT est contractante, la condition (b̂r) est vrifie ds que

∥[xn2z]∥ −→ 0, z ∈ H.

Pour 0 ≤ θ < γ ≤ 1, on dit que le sous-espace f*-ferm M possde la proprit Erθ,γ si l’enveloppe
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quilibre ferme de l’ensemble Erθ contient la boule unit ferme de QM centre en 0 et de rayon

γ. On crira ecef(Erθ (M)) ⊃ (QM)γ .

Pour l’algbre AT engendre par une paire d’oprateurs on notera ecef(Erθ (T )) ⊃ (QT )γ et

on omettra T losqu’il n’y a pas d’ambigut. De mme on dfinit la proprit Elθ,γ(M) lorsque

ecef(E lθ) ⊃ (QM)γ .

Lorsque de plus on a un calcul fonctionnel H∞(T ∈), on introduit les proprits Êrθ(T ) et

Êlθ(T ) ; par exemple la premire est vrifie si ecef(Êrθ (T )) ⊃ (Q∞)γ .

Dans le cas d’un calcul isomtrique les notions cites au-dessus coincident.

6.5 Prliminaires fonctionnels.

On commence par dfinir quelques sous-espaces de L2(T ∈) qui sont essentiels dans la de-

scription de la paire B via des modles fonctionnels.

Pour tout borlien σ de T , on notera H2L2(T × σ) l’ensemble des lments f ∈ L2(T ∈) tels

que :

(1) ∀ω1, f(ω1, .) ∈ L2(σ)

et (2) ∀ω2, f(., ω2) ∈ H2(T ).

On dfinit de faon symtrique L2H2(σ × T ), ensemble des lments de L2(T ∈) qui sont dans

L2(σ) lorsqu’on fixe la seconde variable ω2 et dans H2(T ) lorsqu’on fixe ω1.

On dfinit de faon similaire les ensembles H
2
L2(T × σ) et L2H

2
(σ × T ) en remplaant au-

dessus H2(T ) par H
2
(T ) (fermeture dans L2(T ) des polynmes anti-analytiques).

On notera H2(T ∈) la fermeture dans L2(T ∈) des polynmes.

Dans la suite nous aurons besoin de factoriser des fonctions de L1(ν) o ν est une mesure

sur T ∈ appartenant la bande β0
4 et nous donnerons des rsultats gnraux dans ce cadre.

Cependant dans le cas o ν = m2|T ×σ ou ν = m2|σ×T de telles factorisations peuvent souvent

s’obtenir sans nouvel outil en analysant les factorisations obtenues lorsque l’on fixe une des

variables.

Rappelons tout d’abord quelques rsultats et outils de factorisations dj connus.

Dans le cas o ν = m2, Bercovici et Westwood ont montr les thormes suivants pour le

polydisque T ∥ muni de la tribu des borliens et la mesure de Lebesgue mk :

Théorème 6.6 (Bercovici, Westwood [6]) Soient h ∈ L1(T ∥,⇕∥) et ϵ > 0 ; il existe f, g ∈
H2(T ∥) tels que ∥f∥2, ∥g∥2 ≤ ∥h∥1/21 et ∥h− fg∥ < ϵ.

Si f ≥ 0 on peut choisir f = g.

Théorème 6.7 (Bercovici, Westwood [6]) Soient h ∈ L1(T ∥,⇕∥) et ϵ > 0 ; il existe f ∈
H2(T ∥) et g ∈ L2(T ∥) tels que ∥f∥2, ∥g∥2 ≤ (1 + ϵ)∥h∥1/21 et h = fg.

4Les bandes de mesures sont dfinies p. ???
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Les preuves donnes dans cet article sont extrmement constructives et permettent une grande

souplesse d’utilisation. Elles sont essentiellement fondes sur un procd d’approximation

successives et la localisation.

C’est le rsultat suivant qui permet de localiser certaines fonctions sur un borlien et reste

une cl essentielle dans ce type de processus.

Théorème 6.8 (Rudin [23, Th. 3.5.3]) Soient ω ⊂ T ∥ un ouvert et η ∈]0, 1[.

Il existe u ∈ H∞(T ∥) tel que :

|u| = 1 m2 − pp sur ω

|u| = η m2 − pp sur T ∈\ω

Le premier essai dans le sens d’une gnralisation de tels rsultats est apparu dans l’article de

Bercovici et Li ”Isometric Functional Calculus on the Bidisk and Invariant Subspace” ([5])

en 1992.

Dans cet article on considre une mesure ν ∈ β0. Dans ce cas on a un isomorphisme

isomtrique θ : H∞(T ∈) −→ P∞(ν).

Bercovici et Li dmontrent dans ce cadre l deux rsultats :

Proposition 6.7 (Bercovici, Li [5, Lemme 4.1]) Soient ω ⊂ T ∈ un ouvert et u ∈ H∞(T ∈)

tel qu’il existe g continue sur ω vrifiant u|ω(ζ) = g(ζ) m2 − pp sur ω. On a alors θu(ζ) =

g(ζ) ν − pp sur ω.

Le deuxime rsultat est mettre en parallle avec le thorme 6.8.

Proposition 6.8 (Bercovici, Li [5]) Pour tout borlien ω ⊂ T ∈ tel que ν(ω) ̸= 0 et ϵ > 0,

il existe u ∈ P∞(ν) tel que ∥u∥∞ = 1 et ν{ζ ∈ T ∈, ||⊓(ζ)| − χω(ζ)| > ϵ} < ϵ.

Il faut voir ce rsultat comme une extention du thorme 6.8 car ici ω est un borlien quelconque.

Malheureusement la proposition 6.8 de Becovici et Li ne permet pas l’heure actuelle de

localiser correctement certains vecteurs. En effet dans cette proposition on peut avoir

ν{ζ ∈ T ∈, ||⊓(ζ)| − χω(ζ)| > ϵ} ≠ ′ et certains vecteurs peuvent alors tre concentrs sur ce

borlien non ngligeable.

De plus ce qui suit montre que le cas du polydisque, mme avec la mesure de Lebesgue m2,

est singulirement diffrent de celui de T .

Commenons d’abord par rappeler une remarque importante sur les traces au bord des

modules des lments de H∞(D∈).

Soit f ∈ H∞(D∈), et f∗ ∈ H∞(T ∈), f∗(z1, z2) = lim
r→1

f(rz1, rz2). Pour w ∈ T ∈, et

ψ ∈ L∞(T ∈)
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on note :

ψw : T −→ C

λ −→ ψ(λw)

On dfinit la fonction Gψ partout sur T ∈ par :

Gψ(w) = ∥ψw∥∞

On a alors le rsultat suivant :

Proposition 6.9 (Rudin [?, Th. 3.5.2]) Si f ∈ H∞(D∈), alors Gf∗ est semi-continue

infrieurement (sci).

Preuve : Grce au principe du maximum, on a

Gf∗(w) = sup
z∈T

{
| lim
r→1

fw(rz)|
}

= sup
z∈T

sup
r∈]0,1[

|f(rzw)|

Or pour tout r ∈]0, 1[, l’application w −→ supz∈T |f(rzw)| est continue, d’o le rsultat. 2

Afin de montrer exactement les limites des rsultats du mme type que le thorme 5.8 ou la

proposition 5.8, nous allons appliquer ce qui prcde deux exemples significatifs.

Exemple 1 : Soit A ∈ T ∈ un ouvert dense et circulaire (∀|z| = 1, w ∈ A ; zw ∈ A) tel

que m2(A) < 1.

On pose B = T ∈\A ; on a donc m2(B) ̸= 0 et B est d’intrieur vide.

On dfinit alors ψ sur T ∈ par :

ψ(ζ) =


1 si ζinA

2 si ζinB

Dans ce cas il est facile de voir que {w/ sup
|z|=1

|ψ(zw) > 1, 5} = B. Donc Gψ n’est pas sci et

il n’existe pas f ∈ H∞(Tt2) telle que |f | = ψ m2 − pp.

Exemple 2 : Mme en relaxant les hypothses dans l’esprit de la proprit (R′), on construit le

contre exemple suivant : soient A et B comme dans l’exemple 1.

Supposons qu’il existe f ∈ H∞(T ∈) tel que :

||f | − χ
B| < ϵ m2 − pp

On aurait alors |f | > 1 − ϵ m2 − pp sur B et |f | < ϵ m2 − pp sur A. On en dduit que

{w/ sup
|z|=1

|f(zw)| > 1 − ϵ} = B , ce qui est impossible.

Les rsultats qui suivent donnent une extention exacte du thorme 6.8 qui ne permet pas de

localiser tous les vecteurs mais suffit pour raliser certaines factorisation fonctionnelles dans

L1(ν).

Nous formulons le rsultat sous des hypothses plus gnrales quant la nature de la mesure ν.
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Définition 6.5 On dit qu’une mesure finie sur T ∈ muni de la tribu des borliens a la proprit

(R) si pour tout ensemble E = T × {α∈, β∈} ∪ {α∞, β∞} × T o αi, βi ∈ T ⟩ = ∞,∈, on a

ν(E) = 0.

Le rsultat suivant est du Bercovici et Li.

Lemme 6.1 (Bercovici, Li [5]) Soit ν une mesure finie sur T ∈ ayant la proprit (R).

Quelque soit le rectangle ouvert R =]α1, β1[×]α2, β2[⊂ T ∈ tel que ν(R) ̸= 0 et quelque soit

ϵ > 0, il existe u ∈ P∞(ν) tel que :

(i) ∥u∥∞ = 1

(ii) ||u(ζ)| − χ
R(ζ)| < ϵ ν pp

On peut alors tendre ce rsultat aux ouverts de T ∈ et prouver la proposition :

Proposition 6.10 Soit ν une mesure finie sur T ∈ ayant la proprit (R). Pour tout ouvert

ω ⊂ T ∈ et tout ϵ > 0 fixs, il existe u ∈ P∞(ν) tel que ∥u∥∞ = 1 et

||u(ζ)| − χω(ζ)| < ϵ ν pp.

Preuve : Pour une mesure ν ayant la proprit (R) et un ouvert ω ⊂ T ∈, on peut crire

ω =
⋃
i∈N

Ri ∪ ω0 o (Ri)i∈N est une suite de rectangles ouverts et ω0 est un ensemble ν-

ngligeable.

Soit (ϵn)n une suite dcroissante de rels positifs tels que
∑
N

ϵn < ϵ.

On pose, pour tout n ∈ N, Λn =
n⋃
i=0

Ri.

(1) Pour n = 0, Λ0 = R0 et le lemme prcdent permet de construire u0 ∈ P∞(ν) tel que :

(i) ∥u0∥∞ = 1

(ii) ||u0(ζ)| − χ
R0(ζ)| < ϵ0 ν pp

Soit alors (δn)n une suite de rels positifs tels que
2δn

1 − 2δn
< ϵn+1.

(2) Supposons que l’on sache construire pour n donn un lment un ∈ P∞(ν) tel que :
∥un∥∞ = 1

||un(ζ)| − χ
Λn(ζ)| < δn < ϵn+1 < ϵn ν pp

On considre alors Λn+1 = Λn ∪ Rn+1 ; grce au lemme prcdent, on sait qu’il existe vn+1 ∈
P∞(ν) tel que : 

∥vn+1∥∞ = 1

||vn+1(ζ)| − χ
Rn+1(ζ)| < δn ν pp
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On construit alors :

un+1 =
un + vn+1

∥un + vn+1∥
On a ||un| − |vn+1|| ≤ |un + vn+1| ≤ |un| + |vn+1|, ce qui permet d’valuer :

ζ ̸∈ Λn+1 : 0 ≤ |un(ζ) + vn+1(ζ)| < 2δn

ζ ∈ Λn : 1 − 2λn ≤ |un(ζ) + vn+1(ζ)| < 1 + δn

ζ ∈ Rn+1 : 1 − 2λn ≤ |un(ζ) + vn+1(ζ)| < 1 + 2δn

On en dduit que 1 − 2δn ≤ ∥un + vn+1∥∞ ≤ 1 + δn et :
∥un+1∥∞ = 1

||un+1(ζ)| − χ
Λn+1(ζ)| < 2δn

1 − 2δn
< δn+1

On peut alors crire :

|un+1 − un| =

∣∣∣∣ un + vn+1

∥un + vn+1∥∞
− un

∣∣∣∣
≤ ∥un∥∞

∣∣∣∣1 − 1

∥un + vn+1∥∞

∣∣∣∣ +
|vn+1|

∥un + vn+1∥∞

≤ δn
1 + δn

+
|vn+1|

1 − 2δn

Soit ζ ∈ ω : il existe N ∈ N tel que ∀n > N , ζ ∈ Λn, et

|un+1(ζ) − un(ζ)| ≤ δn
1 + δn

+
δn

1 − 2δn
< ϵn+1

Si ζ ̸∈ ω, alors ∀n ∈ N, ζ ̸∈ Λn et on a encore |un+1(ζ) − un(ζ)| ≤ ϵn+1.

La suite (un)n est borne car ∥un∥ = 1 n ∈ N par construction et elle est simplement de

Cauchy dans P∞(ν). Il existe donc u ∈ P∞(ν) tel que un −→ u simplement. On a de plus :
∥u∥∞ = 1

||u(ζ)| − χω(ζ)| < ϵ ν pp

2

En particulier toute mesure de la bande β∗ possde la proprit (R) (cf. [7]).

Gce la la proposition 6.10 on peut donner une gnralisation des thormes 6.6 et 6.7 de

Bercovici et Westwood cits avant et leur preuve reste formellement inchange (cf [6]).

Proposition 6.11 Soit ν une mesure finie sur T ∈ ayant la proprit (R).

Soient h ∈ L1(ν) et ϵ > 0 ; il existe f, g ∈ H2(ν) tels que ∥f∥2, ∥g∥2 ≤ ∥h∥1/21 et ∥h−fg∥ < ϵ.

Si f ≥ 0 on peut choisir f = g.
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Proposition 6.12 Soit ν une mesure finie sur T ∈ ayant la proprit (R).

Soient h ∈ L1(ν) et ϵ > 0 ; il existe f ∈ H2(ν) et g ∈ L2(ν) tels que ∥f∥2, ∥g∥2 ≤
(1 + ϵ)∥h∥1/21 et h = fg.

La proposition suivante est l’analogue du corollaire 6 [6].

Proposition 6.13 Soit ν une mesure finie sur T ∈ ayant la proprit (R).

Soit (hn)n ⊂ L1(ν), alors il existe f ∈ H2(ν) et (gn)n ⊂  L2(ν) tels que hn = fgn, n ≥ 0.

Il est noter que ces dernires propositions peuvent tre tablies avec des preuves diffrentes

lorsque on affaiblit les hypothses sur la mesure ν. L’intert de la condition (R) est qu’elle

permet de conserver les preuves de Bercovici et Weswood.

Nous donnons maintenant les rsultats lorsque la mesure vrifie la condition faible (R′) suiv-

ante :

On dit qu’une mesure ν sur T ∈ muni de sa tribu des borliens la proprit (R′) si pour

tout ouvert ω ⊂ T ∈ tel que ν(ω) ̸= 0 et ϵ > 0, il existe u ∈ P∞(ν) tel que ∥u∥∞ = 1 et

ν{ζ ∈ T ∈, ||⊓(ζ)| − χω(ζ)| > ϵ} < ϵ.

Théorème 6.9 Soit ν une mesure sur T ∈ ayant la proprit (R′). Etant donns h ∈ L1(ν)

et ϵ > 0, il existe f, g ∈ H2(ν) tels que :

1. ∥h− fg∥ < ϵ

2. ∥f∥2 , ∥g∥2 ≤ ∥h∥1/21 .

De plus si h(ζ) ≥ 0 ν pp, on peut choisir f = g.

Preuve : On choisit d’abord des scalaires α1, . . . , αn et des borliens disjoints ω1, . . . , ωn

tels que :

∥h−
n∑
1

αjχωj∥1 < ϵ/2 et
n∑
1

|αj |ν(ωj) < ∥h∥1.

Soit η ∈]0, 1[; d’aprs l’hypothse, il existe u1, . . . , un ∈ H∞(ν) tels que : ∥ui∥∞ ≤ 1 et

ν{ζ ∈ T , ||⊓⟩(ζ)| − χω⟩(ζ)| > η} < η.

On choisit alors βi tel que β2i = αi et on pose f =
n∑
1

βiui et g =
n∑
1

βiui.

Il ne reste plus qu’ montrer que f et g ainsi construites conviennent :

∥h− fg∥1 ≤ ∥h−
n∑
1

αiχωi∥1 + ∥
n∑
1

αiχωi − fg∥1

< ϵ/2 +
n∑
1

|αi|∥χωi − |ui|2∥1 +
∑
i ̸=j

|βiβj |∥uiuj∥1.
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Mais on a ∥χωi − |ui|2∥1 ≤ ∥χωi − |ui|∥1∥χωi + |ui|∥∞ et ∥χωi + |ui|∥∞ ≤ 2. On note

E− = {ζ ∈ T , |χω⟩(ζ) − |⊓⟩|(ζ)| ≤ η} et E+ = T \E−, ce qui permet d’crire :

∥χωi − |ui|∥1 =

∫
T
|χωi − |ui||dν

=

∫
E−

|χωi − |ui||dν +

∫
E+

|χωi − |ui||dν

≤ η + ∥(χωi − |ui|)∥∞ν(E+)

< 3η.

D’où ∥χωi − |ui|2∥1 ≤ 6η.

On estime ensuite pour i ̸= j :

∥uiuj∥1 ≤
∫
T
||ui| − χωi |||uj | − χωj |dν +

∫
T

(|uiχωj | + |ujχωi |)dν.

Mais on a :
∫
T ||ui| − χωi |||uj | − χωj |dν ≤ ∥|ui| − χωi∥∞

∫
T ||uj | − χωj |dν ≤ 6η. On a aussi

en utilisant encore la dcomposition T = E+ ∪ E− :∫
T
|uiχωj |dν =

∫
T
||ui| − χωi |χωjdν ≤ 3η.

De même on a
∫
T |ujχωi |dν ≤ 3η, d’où ∥uiuj∥1 ≤ 12η. Finalement pour η assez petit on a

∥h− fg∥1 < ϵ.

De plus on a : ∫
T
|f |2dν =

∫
T
|
n∑
1

βiui|2dν

≤
n∑
1

|αi|
∫
T
|ui|2dν +

∑
i ̸=j

|βiβj |
∫
T
|uiuj |dν.

Mais on a
∫
T |ui|2dν =

∫
T (|ui|2 − χωi)dν +

∫
T χωidν ≤ 6η+ ν(ωi). Avec

∫
T |uiuj |dν ≤ 12η,

on obtient finalement :∫
T
|f |2dν ≤ 6η

n∑
1

|αi| +
n∑
1

|αi|ν(ωi) + 12η
∑
i ̸=j

|βiβj |.

Ceci donne pour η assez petit ∥f∥2 ≤ ∥h∥1/21 ; la majoration de ∥g∥2 est similaire. 2

On a maintenant besoin d’un lemme technique qui permet de mettre en place un procd

itratif qui conduira la factorisation finale. La forme trs prcise des facteurs ne nous servira

pas pour achever cette partie mais sera ncessaire dans une partie ultrieure pour tudier des

paires d’oprateurs unitaires.
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Lemme 6.2 Soient f ′, f ′′ ∈ H2(ν), g′j , g′′j ∈ L2(ν) j = 1, . . . , N et ϵ > 0. Alors il existe

u ∈ H∞(ν) telle que pour tout couple (n,m) ∈ N il existe gjn,m ∈ L2(ν) j = 1, . . . , N tels

que :

1. ∥(f ′g′j + f ′′g′′j) − (f ′ + αn1α
m
2 uf

′′)gjn,m∥1 < ϵ j = 1, . . . , N

2. ∥uf ′′∥2 < 2∥f ′′∥2 + ϵ

3. ∥gjn,m∥2 ≤ ∥g′j∥2 + ∥g′′j∥2 j = 1, . . . , N .

Preuve : Soit η ∈]0,
1

2
[ ; on considre le borlien ω = {ζ ∈ T , |{′′(ζ)| > |{′(ζ)|} et on dfinit

H sur T par :

H(ζ) =


2 − η sur ω

η sur T \ω.

Grce l’hypothse (R′) on peut construire u ∈ H∞(ν) tel que ∥u∥∞ ≤ 2 − η et ν{ζ ∈
T , ||⊓(ζ)| − H(ζ)| > η} < η.

On note E− = {ζ ∈ T , ||⊓(ζ)| − H(ζ)| ≤ η} et E+ = T \E− comme prcdemment.

On pose alors f = f ′ + αn1α
m
2 uf

′′ ∈ H2(ν)5 et on dfinit gj j = 1, . . . , N par : gj = (2 − η)
f ′g′j + f ′′g′′j

f
sur {f ̸= 0} ∩ E−

gj = 0 ailleurs.

(1) Si ζ ∈ ω ∩ E− :

On a dans ce cas ||u(ζ)| − (2 − η)| ≤ η donc 2 − η − |u(ζ)| ≤ η et |u(ζ)| − 1 ≥ 1 − 2η.

On en dduit que |f ′(ζ) +uf ′′(ζ)| ≥ |f ′′(ζ)||u(ζ)|− |f ′(ζ)| ≥ |f ′′(ζ)|(|u(ζ)|− 1) ≥ |f ′′(ζ)|(1−
2η).

(2) Si ζ ∈ (T \ω) ∩ E− :

On a alors |u(ζ)| − η ≤ η et donc |u(ζ)| ≤ 2η et 1 − |u(ζ)| ≥ 1 − 2η. On a donc

|f ′(ζ) + uf ′′(ζ)| ≥ |f ′(ζ)| − |u(ζ)||f ′′(ζ)| ≥ |f ′(ζ)|(1 − |u(ζ)|) ≥ |f ′(ζ)|(1 − 2η).

Finalement on a obtenu :

|f | ≥ (2 − η) max{|f ′|, |f ′′|} sur E−.

On en dduit que :

|gj | =
(2 − η)|f ′g′j + f ′′g′′j |

|f |
≤ |g′j | + |g′′j | sur {f ̸= 0} ∩ E−.

5Pour toute mesure on a H∞H2 ⊂ H2

45



et l’ingalit est trivialement vrifie si f = 0 ou sur E+ car g = 0 dans ce cas.

On a donc gj ∈ L2(ν) j = 1, . . . , N et ∥gj∥2 ≤ ∥g′j∥2 + ∥g′′j∥2.
De plus on a : ∥uf ′′∥2 ≤ ∥u∥∞∥f ′′∥ ≤ (2− η)∥f ′′∥ On en dduit donc pour η assez petit que

∥f − f ′∥2 ≤ 2∥f ′′∥2 + ϵ.

On pose gjn,m = α1
nα2

mgj et fn,m = αn1α
m
2 uf

′′.

Reste montrer que l’on ralise bien une factorisation approche :

∥fn,mgn,m − (f ′g′j + f ′′g′′j)∥1 =

∫
E+

|f ′g′j + f ′′g′′j |dν.

En effet l’ingalit |f | ≥ max{|f ′|, |f ′′|} implique que lorsque f est nul f ′ et f ′′ le sont aussi

et la factorisation est trivialement vrifie. On a donc ∥fg − (f ′g′j + f ′′g′′j)∥1 ≤ ∥f ′g′j +

f ′′g′′j∥1ν(E+) < η∥f ′g′j + f ′′g′′j∥1 < ϵ pour η assez petit. 2

On est maintenant en mesure d’noncer le thorme et le corollaire suivants, dont les preuves

sont formellement identiques celles donnes par Bercovici et Westwood dans [6].

Théorème 6.10 Soit ν une mesure finie sur T ∈ ayant la proprit (R′).

Soient h ∈ L1(ν) et ϵ > 0.

Il existe f ∈ H2(ν) et g ∈ L2(ν) tels que :

1. ∥f∥2, ∥g∥2 ≤ (1 + ϵ)∥h∥1/21

2. h = fg.

Théorème 6.11 Soit ν une mesure finie sur T ∈ ayant la proprit (R′).

Soit (hn)n≥0 une suite d’lments de L1(ν);

Il existe f ∈ H2(ν) et une suite (gn)n≥0 ∈ L2(ν) tels que hn = fgn n ≥ 0.

On donne ici un corollaire du lemme 6.2. Cette forme plus nous sera utile par la suite :

Proposition 6.14 Soit ν une mesure finie sur T ∈ ayant la proprit (R′).

Soient 0 < η < 1/2 , n,m ∈ N , {lj}Nj=1 ∈ L1 , f, {gj}Nj=1 ∈ L2 ;

Il existe u ∈ H2(ν) , {cjn,m}Nj=1 ∈ L2(ν) telles que

∥lj + fgj − (f + αn1α
m
2 u).cjn,m∥ < η j = 1, . . . , N

avec le contrôle des normes suivant :

∥cjn,m∥2 ≤


(1 + η)

(
∥lj∥1/21 + ∥gj∥2

)
(1 + η)∥lj∥1/21 si f ≡ 0

∥αn1αm2 u∥2 ≤


(2 − η)

N∑
j=1

∥lj∥1/21

(
N∑
j=1

∥lj∥1)1/2 si f ≡ 0
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Preuve : On peut crire grce au thorme 5.6 lj = l′l′′j j = 1, . . . , N avec l′ ∈ H2(ν) et

l′′j ∈ L2(ν) et il suffit alors d’appliquer le lemme 6.2.

On peut de plus remarquer que si f = 0, on peut poser u = l′

1+η ; il vient alors ∥u∥2 ≤

(
N∑
j=1

∥lj∥1)1/2 et cjn,m =
(1 + η)lj

αn1α
m
2 l

′ 2

VERSION MULTI ???

Proposition 6.15 Soit ν une mesure finie sur T ∈ ayant la proprit (R′).

On note Mν = (Mν
α1
,Mν

α2
) la paire de multiplications par les variables ω1 et ω2 sur l’espace

H2(T ∈). Alors Mν ∈ A
(2)
1,ℵ0

.

Preuve : ... 2

Dans la suite on notera Mαi ∈ L(L2(T ∈)) l’oprateur de multiplication par la variable ωi.

On noteraM ′
α1

la compression deMα1 H
2
L2(T ∈) etM ′

α2
la compression deMα2 L

2H
2
(T ∈).

6.5.1 Cas des e.c.i.m. de type Wold pures.

Dans cette partie on considre une paire T = (T1, T2) de contractions sur H et B une

extention co-isomtrique sur K.

Définition 6.6 On dit que B est de type Wold si B admet une dcomposition de type Wold.

On dit que B est de plus pure si il n’y a pas de sous-espace de K, rduisant B en une paire

d’oprateurs unitaires.

Dans le cas dcrit par la dfinition on crira avec les notation introduites au chap ... :

K = KUU ⊕KUS ⊕KSU ⊕KSS

B = (U1, U2) ⊕ (W1, V
∗
2 ) ⊕ (V ∗

1 ,W2) ⊕ (S∗
1 , S

∗
2).

On note E = {UU,US, SU, SS} et pour tout e ∈ E on dsigne par Pe la projection or-

thogonale de K sur l’espace correspondant Ke. De plus on dsignera par PH la projection

orthogonale de K sur H.

Une paire de contractions de type Wold pure est automatiquement absolument continue (cf

Th. 3.6). On note alors ΦT le calcul H∞(T ∈) associ et ϕT sont application pradjointe :

ΦT : H∞(T ∈) −→ AT ⊂ L(H)

ϕT : QT −→ P∞ = L1(T ∈)/H1
0 (T ∈)

Proposition 6.16 Soit (xn)n ∈ HN telle que ∥xn2y∥ −→ 0 ∀y ∈ H alors on a :

∥xn2z∥ −→ 0 ∀z ∈ K

∥PMxn2z∥ −→ 0 ∀z ∈ K.
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6.5.2 Analyse de la paire BSU .

La paire BSU = (V ∗
1 ,W2) agit sur l’espace KSU ⊂ K.

On note Σ2 le support borlien de W2 et L = KerV ∗
1 .

Lemme 6.3 Il existe un sous-espace M de KSU qui est rduisant pour BSU et tel que BSU |M

soit unitairement quivalent la paire (M ′
α1
,Mα2) sur H

2
L2(T × ±∈).

Preuve : On a KSU =
⊕
n≥0

V n
1 L.

De plus L ∈ LatRedW2 car W2 et V1 double-commutent.

Soit AW2 l’algbre duale auto-adjointe engendre par W2. Pour x ∈ L on note R2 = AW2x ⊂
L. Dans ce cas W2|R2

est unitairement quivalent Mα2 ; notons Γ : R2 −→ L2(Σ2)

l’oprateur unitaire ralisant cette quivalence.

On a alors un oprateur unitaire :

Θ : M :=
⊕

n≥0 V
n
1 R2 −→ H

2
L2(T × \±∈)∑

n≥0

V n
1 x1,n −→

∑
n≥0

z1
nΓ(x1,n)

De plus A := V ∗
1 (

∑
n≥0

V n
1 x1,n) =

∑
n≥0

V n
1 x1,n+1 et

Θ(A) =
∑
n≥0

z1
nΓ(x1,n+1)

= M ′
α1

(
∑
n≥0

z1
nΓ(x1,n))

= M ′
α1

Θ(
∑
n≥0

V n
1 x1,n)

D’o ΘV ∗
1 = M ′

α1
Θ ; de mme on a ΘW2 = Mα2Θ. 2

Les rsultats suivants mettent en vidence la factorisation des lments de L1(T × ±∈) ainsi

que certaines proprits d’annulation dans le prdual de H∞(T ∈).

Dans la suite on notera K2 = H
2
L2(T × ±∈).

Lemme 6.4 Soient f ∈ K2 et un,m = α1
nαm2 f, n,m ∈ N.

Pour tout w ∈ K2, on a :

1. ∥w2un,m∥ ≤ ∥M ′
α1

nw∥∥f∥ .

2. ∀n ∈ N ∥un,m2w∥
m→+∞−→ 0

o 2 est relatif la paire (M ′
α1
,Mα2).
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Preuve :
∥w2un,m∥ = sup {|⟨un,m2w|h⟩|, h ∈ (H∞)1}

= sup {|(α1
nαm2 fh|w)|, h ∈ (H∞)1}

= sup {|(αm2 fh|αn1w)|, h ∈ (H∞)1}

= sup {|(αm2 fh|PK2
αn1w)|, h ∈ (H∞)1}

≤ ∥M ′
α1

nw∥∥f∥

D’autre part pour n fix, il existe (hm)m ⊂ H∞, ∥hm∥ = 1 tels que :

∥un,m2w∥ = ⟨un,m2w|hm⟩

= (α1
nαm2 fhm|w)

= (α1
nf(αm2 hm)|w)

= ⟨α1
nf2w|αm2 hm⟩.

Mais αm2 hm
f∗−→ 0 lorsque m→ +∞, d’o le rsultat. 2

Proposition 6.17 Soit l ∈ (L1(T × ±∈))∞.

Il existe des suites (fp)p et (gp)p dans (K2)1 telles que :

1. ∥l − fp · gp∥1 −→
p→+∞

0.

2. ∀w ∈ K, ∥w2gp∥ + ∥fp2w∥ −→
p→+∞

0.

o 2 est relatif la paire (M ′
α1
,Mα2).

Preuve : On se donne une suite (wp)p dense dans K et une suite de rels positifs (ϵp)p ↓ 0.

Pour chaque p, on a en vertu de la proposition 6.11 l’existence d’lments ϕp et ψp de (K2)1

tels que ∥l − ϕp · ψp∥ < ϵp
6.

D’autre part il existe np tel que ∥M ′
α1

npwj∥ < ϵp j ≤ p. On pose alors um = α1
npαm2 ϕp

pour n ∈ N et on vrifie par le lemme prcdent que ∥wj2um∥ < ϵp j = 1, . . . , p. (K2 tant

rduisant, wj2um = PK2
wj2um et le lemme s’applique).

De plus, en posant vm = α1
npαm2 ψp, on a la factorisation approche ∥l − um · vm∥ < ϵp.

Le lemme donne en outre l’existence d’un entier mp tel que ∥vmp2wj∥ < ϵp j = 1, . . . , p.

6On peut remarquer que dans ce cas trs particulier, l’existence de ϕp et ψp dcoule immdiatement de

ce qui se passe en une variable. En effet pout tout z1 fix l(z1, ·) ∈ L1(T ). Pout tout ϵ > 0 on dfinit

f(z) = exp

[∫
T

ζ + z

ζ − z
log(l(z1, ζ) + ϵ)dζ

]
. On a alors f ∈ H1(D) et et lim

r→1
|f(rz)| = l(z1, z). De plus

z2 −→ exp

[∫
T

ζ + z

ζ − z
log(l(z1, ζ) + ϵ)dζ

]
est dans L1(Σ2), ce qui assure le resultat.
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On obtient finalement le rsultat avec fp = ump et gp = vmp , les conditions d’annulation

s’tendant par l’argument de densit des (wp)p. 2

Proposition 6.18 Soit T = (T1, T2) une paire de contractions absolument continue de type

Wold pure sur H et B = (B1, B2) son extention co-isomtrique minimale rgulire sur K ⊃ H

avec la dcomposition de type Wold :

K = KUS ⊕KSU ⊕KSS

B = (W1, V
∗
2 ) ⊕ (V ∗

1 ,W2) ⊕ (S∗
1 , S

∗
2).

On suppose de plus ici que KSU = PSUH .

Soit l ∈ L1(T × ±∈), ∥↕∥∞ ≤ ∞.

Il existe deux suites (xp)p et (yp)p dans (H)1 telles que :

1. ∥l − xp · yp∥1 −→
p→+∞

0.

2. ∀w ∈ K, ∥w B
2 yp∥ + ∥xp

B
2 w∥ −→

p→+∞
0.

3. ∥xp − PSUxp∥ −→
p→+∞

0.

4. ∥yp − PSUyp∥ −→
p→+∞

0.

(ici ”·” est relatif dilatation unitaire minimale rgulire de B qui est aussi la d.u.m.r. de T )

En particulier on a alors [l] ∈ X0(T ).

Preuve : L’hypothse de densit permet d’aller chercher les vecteurs d’approximation dans

H et la relation d’entrelacement PSUT2 = W2PSU assure le lien avec l’approximation fonc-

tionnelle de la proposition 6.23.

Soient l ∈ L1(T × ±∈), ∥↕∥∞ ≤ ∞, (wp)p) une suite dense dans K et (ϵp)p ↓ 0.

Pour p ∈ N, il existe fp et gp dans (K2)1 tels que ∥l − fp · gp∥1 < ϵp.

On pose un,m = α1
nαm2 fp et vn,m = α1

nαm2 gp. Comme dans le rsultat prcdent, on fixe np

tel que ∥M ′
α1

npwj∥ < ϵp j = 1, . . . , p.

Grce l’hypothse de densit KSU = PSUH, on peut trouver a0 et b0 dans H tels que :

∥α1
npfp − PSUa0∥ < ϵp ∥PSUa0∥ < 1

∥α1
npgp − PSUb0∥ < ϵp ∥PSUb0∥ < 1

On pose alors am = Tm2 a0 et bm = Tm2 b0 et on a :

∥unp,m − PSUam∥ = ∥αm2 α1
nfp − PSUT

m
2 a0∥

= ∥Wm
2 (α1

nfp − PSUa0)∥ < ϵp
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De mme ∥vnp,m − PSUbm∥ < ϵp.

D’autre part :

∥PSUam∥ = ∥V ∗m
2 PUSa0∥

m→+∞−→ 0 ∥PSUbm∥
m→+∞−→ 0

∥PSSam∥ = ∥S∗m
2 PSSa0∥

m→+∞−→ 0 ∥PSSbm∥
m→+∞−→ 0

On en dduit que sous l’hypothse KUU = 0, on a pour m assez grand ∥unp,m − am∥ < ϵp et

∥vnp,m − bm∥ < ϵp.

Ceci donne pour m assez grand ∥wj2vnp,m∥ < ϵp et ∥wj2bm∥ < 2ϵp j = 1, . . . , p. De mme

le choix de np au dbut permet de conclure ∥am2wj∥ < 2ϵp j = 1, . . . , p, avec m = mp assez

grand.

Finalement en posant xp = amp et yp = bmp , on obtient :

∥l − xp · yp∥ < ϵp

∥xp2wj∥ + ∥wj2yp∥ < 4ϵp j = 1, . . . , p

L’argument usuel de densit tend les rsultats d’annulations w ∈ H. 2

6.5.3 analyse de la paire BUS.

La paire BUS = (W1, V
∗
2 ) agit sur l’espace KUS. On note ici Σ1 le support borlien de W1 et

on obtient de la mme faon que dans la partie prcdente les rsultats suivants :

Lemme 6.5 Il existe un sous-espace N de KUS qui est rduisant pour BUS et tel que BUS|N

soit unitairement quivalent la paire (Mα1 ,M
′
α2

) sur L2H
2
(Σ1 × T ).

On obtient l aussi des conditions d’annulations automatiques dans K1 = L2H
2
(Σ1 × T ).

Lemme 6.6 soient f ∈ K1 et un,m = αn1α2
mf, n,m ∈ N.

Pour tout w ∈ K1, on a :

1. ∥w2un,m∥ ≤ ∥M ′
α2

mw∥∥f∥ .

2. ∀m ∈ N ∥un,m2w∥ −→
p→+∞

0.

o 2 est relatif la paire (Mα1 ,M
′
α2

).

Ceci permet de donner des factorisations fonctionnelles comme prcdemment :

Proposition 6.19 Soit l ∈ (L1(Σ1 × T ))∞.

Il existe des suites (fp)p et (gp)p dans (K1)1 telles que :

1. ∥l − fp · gp∥1 −→
p→+∞

0.
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2. ∀w ∈ K, ∥w2gp∥ + ∥fp2w∥ −→
p→+∞

0.

Dans le cas o on rajoute des hypothses de densit suffisantes, on peut rcuprer des vecteurs

dans H pour factoriser et on obtient :

Proposition 6.20 Soit T = (T1, T2) une paire de contractions de type Wold pure absol-

ument continue sur H et B = (B1, B2) son extention co-isomtrique minimale rgulire sur

K ⊃ H :

K = KUS ⊕KSU ⊕KSS

B = (W1, V
∗
2 ) ⊕ (V ∗

1 ,W2) ⊕ (S∗
1 , S

∗
2).

On suppose de plus ici que KUS = PUSH.

Soit l ∈ L1(Σ1 × T ), ∥↕∥∞ ≤ ∞.

Il existe deux suites (xp)p et (yp)p dans (H)1 telles que :

1. ∥l − xp · yp∥1 −→
p→+∞

0.

2. ∀w ∈ K, ∥w B
2 yp∥ + ∥xp

B
2 w∥ −→

p→+∞
0.

3. ∥xp − PUSxp∥ −→
p→+∞

0.

4. ∥yp − PUSyp∥ −→
p→+∞

0.

(ici ”·” est relatif la d.u.m.r. de B)

En particulier on a alors [l] ∈ X0(T ).

6.5.4 Approximation sous hypothse Erθ,γ :

On utilise ici ce qui prcde pour mettre en place une approximation des lments du prdual de

H∞ sous l’hypothse Erθ,γ , i.e. ecef(Erθ) ⊃ Qγ avec θ < γ.

Soit T = (T1, T2) une paire de contractions de type Wold sur H et B = (B1, B2) son

extention co-isomtrique minimale rgulire sur K ⊃ H avec la dcomposition de type Wold :

K = KUS ⊕KSU ⊕KSS

B = (W1, V
∗
2 ) ⊕ (V ∗

1 ,W2) ⊕ (S∗
1 , S

∗
2).

On dira que T vrifie l’hypothse (H) si on a simultanment PUSH = KUS, PSUH = KSU et

KUU = 0.

Cette partie a pour but de dmontrer le rsultat suivant :

Théorème 6.12 Soit T = (T1, T2) ∈ AAa(H) vrifiant (H).

Supposons que T ait la proprit Erθ,γ ( θ < γ). Alors il existe γ′ > 0 tel que T ait la proprit

X0,γ′. (γ′ = ...).
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On commence par un rsultat qui permet d’amliorer une factorisation approche donne :

Lemme 6.7 Soit T = (T1, T2) une paire de contractions qui double-commute sur H vrifiant

(H) et qui possde la proprit Erθ,γ ( θ < γ).

Soient L ∈ Q, a, b ∈ H, δ > 0 tels que

∥L− a2b∥ < δ.

On se donne de plus ϵ > 0, w1, . . . , wp ∈ H et F un sous-espace vectoriel de H de dimension

finie.

Il existe alors a′, b′ ∈ H tels que :

(1) ∥L− a′2b′∥ <
θ

γ
δ

(2) ∥a− a′∥ ≤
√

2

√
δ

γ
∥b− b′∥ ≤

√
δ

γ

(3) ∥(a′ − a)2wk∥ < ϵ ∥wk2(b′ − b)∥ < ϵ k = 1, . . . , p

(4) a′ − a ∈ F⊥ b′ − b ∈ F⊥

Preuve : On peut supposer que d := ∥L− a2b∥ > 0 et on choisit ϵ <
θ

γ
(δ − d).

Sous l’hypothse Erθ,γ , il existe des suites (xini
)ni et (yini

)ni d’lments de (H)1 et des complexes

α1, . . . , αN tels que :

(1) ∥L− a2b−
N∑
i=1

αix
i
ni2y

i
ni
∥ < ϵ+

dθ

γ

(2)
N∑
i=1

|αi| <
d

γ

(3) ∥xini2w∥
ni→+∞−→ 0

(4) yini

ni⇀+∞−→ 0

On pose alors ν = (n1, . . . , n2) ∈ NN et

ℜν =
N∑
i=1

αix
i
ni2y

i
ni

Il faut alors transformer une expression du type Λν = a2b+ ℜν .

On utilise les espaces rduisants issus de la dcomposition de type Wold afin d’crire pour

e ∈ {US, SU, SS} :

Λeν = Pea2Peb+ ℜeν

o ℜeν =
N∑
i=1

αiPex
i
ni2Pey

i
ni
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On a alors Λν = ΛSSν + ΛUSν + ΛSUν .

On notera de plus ℜSUν = [lSUν ] o lSUν =
N∑
i=1

αiPSUx
i
ni

· PSUy
i
ni

et ℜUSν = [lUSν ] o lUSν =

N∑
i=1

αiPUSx
i
ni

· PUSy
i
ni

.

On pose xν =
N∑
i=1

βix
i
ni

et yν =
N∑
i=1

βiy
i
ni

o β2 = αi, i = 1, . . . , N .

Dans la suite on se donne des rels τ, τ ′ > 0.

On discutera en fin de dmonstration les conditions techniques qui permettent de faire en

sorte que les perturbations des vecteurs restent dans F⊥. On notera ces conditions tech-

niques additionnelles CTA tout au long de la dmonstration.

Il est possible de choisir ν = (n1, . . . , nN ) tel que :

∥xν∥2, ∥yν∥2 <
d

γ
(1)

Il suffit de rendre les produits (xini
|xini

) et (yini
|yini

) petits, ce qui est possible car xini
et yini

convergent faiblement vers 0.

∥PSSa2PSSb+ ℜSSν − PSS(a+ xν)2PSS(b+ yν)∥ < τ (2)

Il suffit de rendre petits simultanment :

(a) ∥PSSa2PSSyν∥

(b) ∥PSSxν2PSSb∥

(c) ∥
∑
i ̸=j

βiβjPSSx
i
ni2PSSy

i
ni
∥

Pour (a) on utilise le (5) de de la proposition 6.5 avec yν ⇀ 0 ; pour (b) on utilise l’hypothse

∥xini2w∥ −→ 0 lorsque ni −→ +∞ ; pour (c) on a le choix d’utiliser la mme technique qu’au

(a) ou au (b).

En utilisant les mmes arguments on peut obtenir :

∥PSUxν2PSUb∥ < τ et ∥PUSxν2PUSb∥ < τ (3)

et l’valuation suivante :

∥PSSyν∥2
τ≃

N∑
j=1

|αj |∥PSSy
i
ni
∥2 < d

γ
(4)

(4) CTA

On utilise les deux sections prcdentes pour traiter ΛUSν et ΛSUν . Pour ν fix ralisant (1),(2),(3),

et (4), il existe deux suites (cn)n et (dn)n dans H, ∥cn∥, ∥dn∥ ≤ ∥lSUν ∥1/21 telles que :

∥lSUν − cn · dn∥ −→ 0 (6)
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∥cn2w∥ + ∥w2dn∥ −→ 0 w ∈ H (7)

∥cn − PSUcn∥ + ∥dn − PSUdn∥ −→ 0 (8)

Pour n = nν assez grand, on pose cν = cnν et dν = dnν , ce qui permet d’crire :

PSUa2PSUb
τ≃ PSU(a+ xν)2PSUb (9)

PSU(a+ xν)2PSUb
τ≃ PSU(a+ xν + cν)2PSU(b+ dν) (10)

∥cν∥, ∥dν∥ ≤ ∥lSUν ∥1/21 (11)

∥cν − PSUcν∥ < τ ′ et ∥dν − PSUdν∥ < τ ′ (12)

(13) CTA.

On peut alors crire :

PUSa2PUS

τ≃ PUS(a+ xν)2PUSb (13)

Puis grce (12) avec τ ′ assez petit :

PUS(a+ xν)2PUSb
τ≃ PUS(a+ xν + cν)2PUS(b+ dν) (14)

On peut alors comme ci-avant et transformer les lments relatifs KUS. Il existe c′n et d′n

dans H, ∥c′n∥, ∥d′n∥ ≤ ∥lUSν ∥1/21 tels que :

∥lUSν − c′n · d′n∥ −→ 0 (15)

∥c′n2w∥ + ∥w2d′n∥ −→ 0 w ∈ H (16)

∥c′n − PUSc
′
n∥ + ∥d′n − PUSd

′
n∥ −→ 0 (17)

Pour n assez grand on pose cν = cnν , c′ν = c′nν
, dν = dnν et d′ν = d′nν

, ce qui donne :

PUS(a+ xν + cν)2PUS(b+ dν) + [lUSν ]
τ≃ PUS(a+ xν + cν + c′ν)2PUS(b+ dν + d′ν) (18)

∥c′ν∥, ∥d′ν∥ ≤ ∥lUSν ∥1/21 (19)

∥c′ν − PUSc
′
ν∥ < τ ′ et ∥d′ν − PUSd

′
ν∥ < τ ′ (20)

(19) CTA.

On a de plus en affinant le choix de τ ′ et grce (12), (18) et (4) :

PSS(a+ xν)2PSS(b+ yν)
τ≃ PSS(a+ xν + cν + c′ν)2PSS(b+ yν + dν + d′ν) (21)

De mme en utilisant (18) on peut obtenir :

PSU(a+ xν + cν)2PSU(b+ dν)
τ≃ PSU(a+ xν + cν + c′ν)2PSU(b+ yν + dν + d′ν) (22)
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Finalement en posant a′ = a+ xν + cν + dν et b′ = b+ PHPSSyν + dν + d′ν , on obtient :

ℜν + a2b
8τ≃ a′2b′ (23)

Discussion des conditions techniques additionnelles CTA (8), (13), et (19) : si au dpart on

s’est donn F un sous-espace vectoriel de H de dimension finie et une collection w1, . . . , wp ∈
H ainsi que ϵ > 0, on peut faire en sorte que :

a′ − a = xν + cν + c′ν ∈ F⊥

b′ − b = PHPSSyν + dν + d′ν ∈ F⊥

En fait l’tape correspondante on a chaque suite de vecteurs qui tend faiblement vers 0 et,

quitte passer une sous-suite, on peut donc supposer que l’on travaille dans F⊥.

De plus on peut chaque tape faire en sorte que :
∥(a′ − a)2wk∥ < ϵ k = 1, . . . , p

∥wk2(b′ − b)∥ < ϵ k = 1, . . . , p

En effet :

� ∥xν2wk∥ peut tre rendu petit grce l’hypothse et la dfinition des ensembles Erθ,γ .

� ∥(cνn+ c′ν)2wk∥ et ∥wk2(dν + d′ν)∥ sont contrls grce aux relations (7) et (17).

� ∥wk2PSSyν∥ est rendu petit car yν tend faiblement vers 0 et on vit sur la partie KSS

2

On obtient ensuite une version exacte de la proposition prcdente grce une itration de cette

approximation :

Proposition 6.21 Soit T une paire de contractions qui double-commute et ayant la proprit

(H).

Supposons que T possde la proprit Erθ,γ pour θ < γ.

Soient L ∈ Q, a, b ∈ H, δ > 0 tels que ∥L− a2b∥ < δ.

On se donne de plus ϵ > 0, w1, . . . , wp ∈ H et F un sous-espace vectoriel de H de dimension

finie.

Il existe alors des vecteurs a′, b′ ∈ H tels que :

(1) L = a′2b′

(2) ∥a′ − a∥ ≤
√

2δ

γ − θ
∥b′ − b∥ ≤

√
δ

γ − θ

(3) (a′ − a) ∈ F⊥ (b′ − b) ∈ F⊥

(4) ∥(a′ − a)2wk∥ < ϵ ∥wk2(b′ − b)∥ < ϵ k = 1, . . . , p
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Preuve : Soient ϵ > 0 et (ϵi)i une suite de rels positifs vrifiant
∑
ϵi < ϵ.

On pose a1 = a et b1 = b, puis on applique le lemme prcdent qui donne a2, b2 ∈ H tels que

:

(i)2 ∥L− a22b2∥ <
θ

γ
δ

(ii)2 ∥a1 − a2∥ ≤
√

2

√
δ

γ
∥b1 − b2∥ ≤

√
δ

γ

(iii)2 ∥(a2 − a1)2wk∥ < ϵ ∥wk2(b2 − b1)∥ < ϵ k = 1, . . . , p

(iv2) a2 − a1 ∈ F⊥ b2 − b1 ∈ F⊥

Supposons alors que l’on ait trouv des vecteurs (ai)
n
i=1 et (bi)

n
i=1 vrifiant pour tout i ≤ n :

(i)i ∥L− ai2bi∥ < (
θ

γ
)i−1δ

(ii)i ∥ai−1 − ai∥ ≤
√

2(
δ

γ
)
i−1
2 (

δ

γ
)1/2 ∥bi−1 − bi∥ ≤ (

δ

γ
)
i−1
2 (

δ

γ
)1/2

(iii)i ∥(ai − ai−1)2wk∥ < ϵ ∥wk2(bi − bi−1)∥ < ϵ k = 1, . . . , p

(ivi) ai − ai−1 ∈ F⊥ bi − bi−1 ∈ F⊥

On rapplique le lemme qui permet alors de construire des vecteurs an+1 et bn+1 convenables

au rang n+ 1.

Puisque θ < γ, les suites (ai)i et (bi)i sont de Cauchy. On note a′ = lim
i
ai et b′ = lim

i
bi.

Ceci permet de conclure :

L = a′2b′

∥a′ − a∥ ≤
√

2
δ1/2

γ1/2 − θ1/2

∥b′ − b∥ ≤ δ1/2

γ1/2 − θ1/2

∥(a′ − a)2wk∥ ≤
∑

ϵi < ϵ k = 1, . . . , p

∥wk2(b′ − b)∥ ≤
∑

ϵi < ϵ k = 1, . . . , p

a′ − a ∈ F⊥ b′ − b ∈ F⊥

2

On est alors en mesure de donner la preuve du thorme 6.13

Preuve : Soient (wk)k une suite dense dans K et (ϵk)k ↓ 0. On considre L ∈ Q∞, ∥L∥ <
γθ√

2
.

On applique la proposition prcdente avec comme donnes initiales a = b = 0, les p premiers

vecteurs w1, . . . , wp et ϵ = ϵp.

57



On peut alors crire L = ap2bp, avec les contrles ∥ap∥ ≤ 21/4 et ∥bp∥ ≤ 2−1/4.

On pose a′p =
ap

21/4
et b′p = 21/4bp, ce qui donne L = a′p2b

′
p.

On a de plus :

∥a′p2wk∥ < ϵp ∀k = 1, . . . , p

∥wp2b′p∥ < ϵp ∀k = 1, . . . , p

L’argument classique utilisant la densit de (wk)k permet alors de conclure. 2

6.5.5 Cas des e.c.i.m. de type Wold pures.

Dans cette partie on considre une paire T = (T1, T2) de contractions sur H et B une

extention co-isomtrique sur K.

Définition 6.7 On dit que B est de type Wold si B admet une dcomposition de type Wold.

On dit que B est de plus pure si il n’y a pas de sous-espace de K, rduisant B en une paire

d’oprateurs unitaires.

Dans le cas dcrit par la dfinition on crira avec les notation introduites au chap ... :

K = KUU ⊕KUS ⊕KSU ⊕KSS

B = (U1, U2) ⊕ (W1, V
∗
2 ) ⊕ (V ∗

1 ,W2) ⊕ (S∗
1 , S

∗
2).

On note E = {UU,US, SU, SS} et pour tout e ∈ E on dsigne par Pe la projection or-

thogonale de K sur l’espace correspondant Ke. De plus on dsignera par PH la projection

orthogonale de K sur H.

Une paire de contractions de type Wold pure est automatiquement absolument continue (cf

Th. 3.6). On note alors ΦT le calcul H∞(T ∈) associ et ϕT sont application pradjointe :

ΦT : H∞(T ∈) −→ AT ⊂ L(H)

ϕT : QT −→ P∞ = L1(T ∈)/H1
0 (T ∈)

Proposition 6.22 Soit (xn)n ∈ HN telle que ∥xn2y∥ −→ 0 ∀y ∈ H alors on a :

∥xn2z∥ −→ 0 ∀z ∈ K

∥PMxn2z∥ −→ 0 ∀z ∈ K.

6.5.6 Analyse de la paire BSU .

La paire BSU = (V ∗
1 ,W2) agit sur l’espace KSU ⊂ K.

On note Σ2 le support borlien de W2 et L = KerV ∗
1 .
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Lemme 6.8 Il existe un sous-espace M de KSU qui est rduisant pour BSU et tel que BSU |M

soit unitairement quivalent la paire (M ′
α1
,Mα2) sur H

2
L2(T × ±∈).

Preuve : On a KSU =
⊕
n≥0

V n
1 L.

De plus L ∈ LatRedW2 car W2 et V1 double-commutent.

Soit AW2 l’algbre duale auto-adjointe engendre par W2. Pour x ∈ L on note R2 = AW2x ⊂
L. Dans ce cas W2|R2

est unitairement quivalent Mα2 ; notons Γ : R2 −→ L2(Σ2)

l’oprateur unitaire ralisant cette quivalence.

On a alors un oprateur unitaire :

Θ : M :=
⊕

n≥0 V
n
1 R2 −→ H

2
L2(T × \±∈)∑

n≥0

V n
1 x1,n −→

∑
n≥0

z1
nΓ(x1,n)

De plus A := V ∗
1 (

∑
n≥0

V n
1 x1,n) =

∑
n≥0

V n
1 x1,n+1 et

Θ(A) =
∑
n≥0

z1
nΓ(x1,n+1)

= M ′
α1

(
∑
n≥0

z1
nΓ(x1,n))

= M ′
α1

Θ(
∑
n≥0

V n
1 x1,n)

D’o ΘV ∗
1 = M ′

α1
Θ ; de mme on a ΘW2 = Mα2Θ. 2

Les rsultats suivants mettent en vidence la factorisation des lments de L1(T × ±∈) ainsi

que certaines proprits d’annulation dans le prdual de H∞(T ∈).

Dans la suite on notera K2 = H
2
L2(T × ±∈).

Lemme 6.9 Soient f ∈ K2 et un,m = α1
nαm2 f, n,m ∈ N.

Pour tout w ∈ K2, on a :

1. ∥w2un,m∥ ≤ ∥M ′
α1

nw∥∥f∥ .

2. ∀n ∈ N ∥un,m2w∥
m→+∞−→ 0

o 2 est relatif la paire (M ′
α1
,Mα2).
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Preuve :
∥w2un,m∥ = sup {|⟨un,m2w|h⟩|, h ∈ (H∞)1}

= sup {|(α1
nαm2 fh|w)|, h ∈ (H∞)1}

= sup {|(αm2 fh|αn1w)|, h ∈ (H∞)1}

= sup {|(αm2 fh|PK2
αn1w)|, h ∈ (H∞)1}

≤ ∥M ′
α1

nw∥∥f∥

D’autre part pour n fix, il existe (hm)m ⊂ H∞, ∥hm∥ = 1 tels que :

∥un,m2w∥ = ⟨un,m2w|hm⟩

= (α1
nαm2 fhm|w)

= (α1
nf(αm2 hm)|w)

= ⟨α1
nf2w|αm2 hm⟩.

Mais αm2 hm
f∗−→ 0 lorsque m→ +∞, d’o le rsultat. 2

Proposition 6.23 Soit l ∈ (L1(T × ±∈))∞.

Il existe des suites (fp)p et (gp)p dans (K2)1 telles que :

1. ∥l − fp · gp∥1 −→
p→+∞

0.

2. ∀w ∈ K, ∥w2gp∥ + ∥fp2w∥ −→
p→+∞

0.

o 2 est relatif la paire (M ′
α1
,Mα2).

Preuve : On se donne une suite (wp)p dense dans K et une suite de rels positifs (ϵp)p ↓ 0.

Pour chaque p, on a en vertu de la proposition 6.11 l’existence d’lments ϕp et ψp de (K2)1

tels que ∥l − ϕp · ψp∥ < ϵp
7.

D’autre part il existe np tel que ∥M ′
α1

npwj∥ < ϵp j ≤ p. On pose alors um = α1
npαm2 ϕp

pour n ∈ N et on vrifie par le lemme prcdent que ∥wj2um∥ < ϵp j = 1, . . . , p. (K2 tant

rduisant, wj2um = PK2
wj2um et le lemme s’applique).

De plus, en posant vm = α1
npαm2 ψp, on a la factorisation approche ∥l − um · vm∥ < ϵp.

Le lemme donne en outre l’existence d’un entier mp tel que ∥vmp2wj∥ < ϵp j = 1, . . . , p.

7On peut remarquer que dans ce cas trs particulier, l’existence de ϕp et ψp dcoule immdiatement de

ce qui se passe en une variable. En effet pout tout z1 fix l(z1, ·) ∈ L1(T ). Pout tout ϵ > 0 on dfinit

f(z) = exp

[∫
T

ζ + z

ζ − z
log(l(z1, ζ) + ϵ)dζ

]
. On a alors f ∈ H1(D) et et lim

r→1
|f(rz)| = l(z1, z). De plus

z2 −→ exp

[∫
T

ζ + z

ζ − z
log(l(z1, ζ) + ϵ)dζ

]
est dans L1(Σ2), ce qui assure le resultat.
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On obtient finalement le rsultat avec fp = ump et gp = vmp , les conditions d’annulation

s’tendant par l’argument de densit des (wp)p. 2

Proposition 6.24 Soit T = (T1, T2) une paire de contractions absolument continue de type

Wold pure sur H et B = (B1, B2) son extention co-isomtrique minimale rgulire sur K ⊃ H

avec la dcomposition de type Wold :

K = KUS ⊕KSU ⊕KSS

B = (W1, V
∗
2 ) ⊕ (V ∗

1 ,W2) ⊕ (S∗
1 , S

∗
2).

On suppose de plus ici que KSU = PSUH .

Soit l ∈ L1(T × ±∈), ∥↕∥∞ ≤ ∞.

Il existe deux suites (xp)p et (yp)p dans (H)1 telles que :

1. ∥l − xp · yp∥1 −→
p→+∞

0.

2. ∀w ∈ K, ∥w B
2 yp∥ + ∥xp

B
2 w∥ −→

p→+∞
0.

3. ∥xp − PSUxp∥ −→
p→+∞

0.

4. ∥yp − PSUyp∥ −→
p→+∞

0.

(ici ”·” est relatif dilatation unitaire minimale rgulire de B qui est aussi la d.u.m.r. de T )

En particulier on a alors [l] ∈ X0(T ).

Preuve : L’hypothse de densit permet d’aller chercher les vecteurs d’approximation dans

H et la relation d’entrelacement PSUT2 = W2PSU assure le lien avec l’approximation fonc-

tionnelle de la proposition 6.23.

Soient l ∈ L1(T × ±∈), ∥↕∥∞ ≤ ∞, (wp)p) une suite dense dans K et (ϵp)p ↓ 0.

Pour p ∈ N, il existe fp et gp dans (K2)1 tels que ∥l − fp · gp∥1 < ϵp.

On pose un,m = α1
nαm2 fp et vn,m = α1

nαm2 gp. Comme dans le rsultat prcdent, on fixe np

tel que ∥M ′
α1

npwj∥ < ϵp j = 1, . . . , p.

Grce l’hypothse de densit KSU = PSUH, on peut trouver a0 et b0 dans H tels que :

∥α1
npfp − PSUa0∥ < ϵp ∥PSUa0∥ < 1

∥α1
npgp − PSUb0∥ < ϵp ∥PSUb0∥ < 1

On pose alors am = Tm2 a0 et bm = Tm2 b0 et on a :

∥unp,m − PSUam∥ = ∥αm2 α1
nfp − PSUT

m
2 a0∥

= ∥Wm
2 (α1

nfp − PSUa0)∥ < ϵp
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De mme ∥vnp,m − PSUbm∥ < ϵp.

D’autre part :

∥PSUam∥ = ∥V ∗m
2 PUSa0∥

m→+∞−→ 0 ∥PSUbm∥
m→+∞−→ 0

∥PSSam∥ = ∥S∗m
2 PSSa0∥

m→+∞−→ 0 ∥PSSbm∥
m→+∞−→ 0

On en dduit que sous l’hypothse KUU = 0, on a pour m assez grand ∥unp,m − am∥ < ϵp et

∥vnp,m − bm∥ < ϵp.

Ceci donne pour m assez grand ∥wj2vnp,m∥ < ϵp et ∥wj2bm∥ < 2ϵp j = 1, . . . , p. De mme

le choix de np au dbut permet de conclure ∥am2wj∥ < 2ϵp j = 1, . . . , p, avec m = mp assez

grand.

Finalement en posant xp = amp et yp = bmp , on obtient :

∥l − xp · yp∥ < ϵp

∥xp2wj∥ + ∥wj2yp∥ < 4ϵp j = 1, . . . , p

L’argument usuel de densit tend les rsultats d’annulations w ∈ H. 2

6.5.7 analyse de la paire BUS.

La paire BUS = (W1, V
∗
2 ) agit sur l’espace KUS. On note ici Σ1 le support borlien de W1 et

on obtient de la mme faon que dans la partie prcdente les rsultats suivants :

Lemme 6.10 Il existe un sous-espace N de KUS qui est rduisant pour BUS et tel que BUS|N

soit unitairement quivalent la paire (Mα1 ,M
′
α2

) sur L2H
2
(Σ1 × T ).

On obtient l aussi des conditions d’annulations automatiques dans K1 = L2H
2
(Σ1 × T ).

Lemme 6.11 soient f ∈ K1 et un,m = αn1α2
mf, n,m ∈ N.

Pour tout w ∈ K1, on a :

1. ∥w2un,m∥ ≤ ∥M ′
α2

mw∥∥f∥ .

2. ∀m ∈ N ∥un,m2w∥ −→
p→+∞

0.

o 2 est relatif la paire (Mα1 ,M
′
α2

).

Ceci permet de donner des factorisations fonctionnelles comme prcdemment :

Proposition 6.25 Soit l ∈ (L1(Σ1 × T ))∞.

Il existe des suites (fp)p et (gp)p dans (K1)1 telles que :

1. ∥l − fp · gp∥1 −→
p→+∞

0.
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2. ∀w ∈ K, ∥w2gp∥ + ∥fp2w∥ −→
p→+∞

0.

Dans le cas o on rajoute des hypothses de densit suffisantes, on peut rcuprer des vecteurs

dans H pour factoriser et on obtient :

Proposition 6.26 Soit T = (T1, T2) une paire de contractions de type Wold pure absol-

ument continue sur H et B = (B1, B2) son extention co-isomtrique minimale rgulire sur

K ⊃ H :

K = KUS ⊕KSU ⊕KSS

B = (W1, V
∗
2 ) ⊕ (V ∗

1 ,W2) ⊕ (S∗
1 , S

∗
2).

On suppose de plus ici que KUS = PUSH.

Soit l ∈ L1(Σ1 × T ), ∥↕∥∞ ≤ ∞.

Il existe deux suites (xp)p et (yp)p dans (H)1 telles que :

1. ∥l − xp · yp∥1 −→
p→+∞

0.

2. ∀w ∈ K, ∥w B
2 yp∥ + ∥xp

B
2 w∥ −→

p→+∞
0.

3. ∥xp − PUSxp∥ −→
p→+∞

0.

4. ∥yp − PUSyp∥ −→
p→+∞

0.

(ici ”·” est relatif la d.u.m.r. de B)

En particulier on a alors [l] ∈ X0(T ).

6.5.8 Approximation sous hypothse Erθ,γ :

On utilise ici ce qui prcde pour mettre en place une approximation des lments du prdual de

H∞ sous l’hypothse Erθ,γ , i.e. ecef(Erθ) ⊃ Qγ avec θ < γ.

Soit T = (T1, T2) une paire de contractions de type Wold sur H et B = (B1, B2) son

extention co-isomtrique minimale rgulire sur K ⊃ H avec la dcomposition de type Wold :

K = KUS ⊕KSU ⊕KSS

B = (W1, V
∗
2 ) ⊕ (V ∗

1 ,W2) ⊕ (S∗
1 , S

∗
2).

On dira que T vrifie l’hypothse (H) si on a simultanment PUSH = KUS, PSUH = KSU et

KUU = 0.

Cette partie a pour but de dmontrer le rsultat suivant :

Théorème 6.13 Soit T = (T1, T2) ∈ AAa(H) vrifiant (H).

Supposons que T ait la proprit Erθ,γ ( θ < γ). Alors il existe γ′ > 0 tel que T ait la proprit

X0,γ′. (γ′ = ...).
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On commence par un rsultat qui permet d’amliorer une factorisation approche donne :

Lemme 6.12 Soit T = (T1, T2) une paire de contractions qui double-commute sur H vrifi-

ant (H) et qui possde la proprit Erθ,γ ( θ < γ).

Soient L ∈ Q, a, b ∈ H, δ > 0 tels que

∥L− a2b∥ < δ.

On se donne de plus ϵ > 0, w1, . . . , wp ∈ H et F un sous-espace vectoriel de H de dimension

finie.

Il existe alors a′, b′ ∈ H tels que :

(1) ∥L− a′2b′∥ <
θ

γ
δ

(2) ∥a− a′∥ ≤
√

2

√
δ

γ
∥b− b′∥ ≤

√
δ

γ

(3) ∥(a′ − a)2wk∥ < ϵ ∥wk2(b′ − b)∥ < ϵ k = 1, . . . , p

(4) a′ − a ∈ F⊥ b′ − b ∈ F⊥

Preuve : On peut supposer que d := ∥L− a2b∥ > 0 et on choisit ϵ <
θ

γ
(δ − d).

Sous l’hypothse Erθ,γ , il existe des suites (xini
)ni et (yini

)ni d’lments de (H)1 et des complexes

α1, . . . , αN tels que :

(1) ∥L− a2b−
N∑
i=1

αix
i
ni2y

i
ni
∥ < ϵ+

dθ

γ

(2)
N∑
i=1

|αi| <
d

γ

(3) ∥xini2w∥
ni→+∞−→ 0

(4) yini

ni⇀+∞−→ 0

On pose alors ν = (n1, . . . , n2) ∈ NN et

ℜν =
N∑
i=1

αix
i
ni2y

i
ni

Il faut alors transformer une expression du type Λν = a2b+ ℜν .

On utilise les espaces rduisants issus de la dcomposition de type Wold afin d’crire pour

e ∈ {US, SU, SS} :

Λeν = Pea2Peb+ ℜeν

o ℜeν =
N∑
i=1

αiPex
i
ni2Pey

i
ni
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On a alors Λν = ΛSSν + ΛUSν + ΛSUν .

On notera de plus ℜSUν = [lSUν ] o lSUν =
N∑
i=1

αiPSUx
i
ni

· PSUy
i
ni

et ℜUSν = [lUSν ] o lUSν =

N∑
i=1

αiPUSx
i
ni

· PUSy
i
ni

.

On pose xν =
N∑
i=1

βix
i
ni

et yν =
N∑
i=1

βiy
i
ni

o β2 = αi, i = 1, . . . , N .

Dans la suite on se donne des rels τ, τ ′ > 0.

On discutera en fin de dmonstration les conditions techniques qui permettent de faire en

sorte que les perturbations des vecteurs restent dans F⊥. On notera ces conditions tech-

niques additionnelles CTA tout au long de la dmonstration.

Il est possible de choisir ν = (n1, . . . , nN ) tel que :

∥xν∥2, ∥yν∥2 <
d

γ
(24)

Il suffit de rendre les produits (xini
|xini

) et (yini
|yini

) petits, ce qui est possible car xini
et yini

convergent faiblement vers 0.

∥PSSa2PSSb+ ℜSSν − PSS(a+ xν)2PSS(b+ yν)∥ < τ (25)

Il suffit de rendre petits simultanment :

(a) ∥PSSa2PSSyν∥

(b) ∥PSSxν2PSSb∥

(c) ∥
∑
i ̸=j

βiβjPSSx
i
ni2PSSy

i
ni
∥

Pour (a) on utilise le (5) de de la proposition 6.5 avec yν ⇀ 0 ; pour (b) on utilise l’hypothse

∥xini2w∥ −→ 0 lorsque ni −→ +∞ ; pour (c) on a le choix d’utiliser la mme technique qu’au

(a) ou au (b).

En utilisant les mmes arguments on peut obtenir :

∥PSUxν2PSUb∥ < τ et ∥PUSxν2PUSb∥ < τ (26)

et l’valuation suivante :

∥PSSyν∥2
τ≃

N∑
j=1

|αj |∥PSSy
i
ni
∥2 < d

γ
(27)

(4) CTA

On utilise les deux sections prcdentes pour traiter ΛUSν et ΛSUν . Pour ν fix ralisant (1),(2),(3),

et (4), il existe deux suites (cn)n et (dn)n dans H, ∥cn∥, ∥dn∥ ≤ ∥lSUν ∥1/21 telles que :

∥lSUν − cn · dn∥ −→ 0 (29)
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∥cn2w∥ + ∥w2dn∥ −→ 0 w ∈ H (30)

∥cn − PSUcn∥ + ∥dn − PSUdn∥ −→ 0 (31)

Pour n = nν assez grand, on pose cν = cnν et dν = dnν , ce qui permet d’crire :

PSUa2PSUb
τ≃ PSU(a+ xν)2PSUb (32)

PSU(a+ xν)2PSUb
τ≃ PSU(a+ xν + cν)2PSU(b+ dν) (33)

∥cν∥, ∥dν∥ ≤ ∥lSUν ∥1/21 (34)

∥cν − PSUcν∥ < τ ′ et ∥dν − PSUdν∥ < τ ′ (35)

(13) CTA.

On peut alors crire :

PUSa2PUS

τ≃ PUS(a+ xν)2PUSb (36)

Puis grce (12) avec τ ′ assez petit :

PUS(a+ xν)2PUSb
τ≃ PUS(a+ xν + cν)2PUS(b+ dν) (37)

On peut alors comme ci-avant et transformer les lments relatifs KUS. Il existe c′n et d′n

dans H, ∥c′n∥, ∥d′n∥ ≤ ∥lUSν ∥1/21 tels que :

∥lUSν − c′n · d′n∥ −→ 0 (38)

∥c′n2w∥ + ∥w2d′n∥ −→ 0 w ∈ H (39)

∥c′n − PUSc
′
n∥ + ∥d′n − PUSd

′
n∥ −→ 0 (40)

Pour n assez grand on pose cν = cnν , c′ν = c′nν
, dν = dnν et d′ν = d′nν

, ce qui donne :

PUS(a+ xν + cν)2PUS(b+ dν) + [lUSν ]
τ≃ PUS(a+ xν + cν + c′ν)2PUS(b+ dν + d′ν) (41)

∥c′ν∥, ∥d′ν∥ ≤ ∥lUSν ∥1/21 (42)

∥c′ν − PUSc
′
ν∥ < τ ′ et ∥d′ν − PUSd

′
ν∥ < τ ′ (43)

(19) CTA.

On a de plus en affinant le choix de τ ′ et grce (12), (18) et (4) :

PSS(a+ xν)2PSS(b+ yν)
τ≃ PSS(a+ xν + cν + c′ν)2PSS(b+ yν + dν + d′ν) (44)

De mme en utilisant (18) on peut obtenir :

PSU(a+ xν + cν)2PSU(b+ dν)
τ≃ PSU(a+ xν + cν + c′ν)2PSU(b+ yν + dν + d′ν) (45)
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Finalement en posant a′ = a+ xν + cν + dν et b′ = b+ PHPSSyν + dν + d′ν , on obtient :

ℜν + a2b
8τ≃ a′2b′ (46)

Discussion des conditions techniques additionnelles CTA (8), (13), et (19) : si au dpart on

s’est donn F un sous-espace vectoriel de H de dimension finie et une collection w1, . . . , wp ∈
H ainsi que ϵ > 0, on peut faire en sorte que :

a′ − a = xν + cν + c′ν ∈ F⊥

b′ − b = PHPSSyν + dν + d′ν ∈ F⊥

En fait l’tape correspondante on a chaque suite de vecteurs qui tend faiblement vers 0 et,

quitte passer une sous-suite, on peut donc supposer que l’on travaille dans F⊥.

De plus on peut chaque tape faire en sorte que :
∥(a′ − a)2wk∥ < ϵ k = 1, . . . , p

∥wk2(b′ − b)∥ < ϵ k = 1, . . . , p

En effet :

� ∥xν2wk∥ peut tre rendu petit grce l’hypothse et la dfinition des ensembles Erθ,γ .

� ∥(cνn+ c′ν)2wk∥ et ∥wk2(dν + d′ν)∥ sont contrls grce aux relations (7) et (17).

� ∥wk2PSSyν∥ est rendu petit car yν tend faiblement vers 0 et on vit sur la partie KSS

2

On obtient ensuite une version exacte de la proposition prcdente grce une itration de cette

approximation :

Proposition 6.27 Soit T une paire de contractions qui double-commute et ayant la proprit

(H).

Supposons que T possde la proprit Erθ,γ pour θ < γ.

Soient L ∈ Q, a, b ∈ H, δ > 0 tels que ∥L− a2b∥ < δ.

On se donne de plus ϵ > 0, w1, . . . , wp ∈ H et F un sous-espace vectoriel de H de dimension

finie.

Il existe alors des vecteurs a′, b′ ∈ H tels que :

(1) L = a′2b′

(2) ∥a′ − a∥ ≤
√

2δ

γ − θ
∥b′ − b∥ ≤

√
δ

γ − θ

(3) (a′ − a) ∈ F⊥ (b′ − b) ∈ F⊥

(4) ∥(a′ − a)2wk∥ < ϵ ∥wk2(b′ − b)∥ < ϵ k = 1, . . . , p
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Preuve : Soient ϵ > 0 et (ϵi)i une suite de rels positifs vrifiant
∑
ϵi < ϵ.

On pose a1 = a et b1 = b, puis on applique le lemme prcdent qui donne a2, b2 ∈ H tels que

:

(i)2 ∥L− a22b2∥ <
θ

γ
δ

(ii)2 ∥a1 − a2∥ ≤
√

2

√
δ

γ
∥b1 − b2∥ ≤

√
δ

γ

(iii)2 ∥(a2 − a1)2wk∥ < ϵ ∥wk2(b2 − b1)∥ < ϵ k = 1, . . . , p

(iv2) a2 − a1 ∈ F⊥ b2 − b1 ∈ F⊥

Supposons alors que l’on ait trouv des vecteurs (ai)
n
i=1 et (bi)

n
i=1 vrifiant pour tout i ≤ n :

(i)i ∥L− ai2bi∥ < (
θ

γ
)i−1δ

(ii)i ∥ai−1 − ai∥ ≤
√

2(
δ

γ
)
i−1
2 (

δ

γ
)1/2 ∥bi−1 − bi∥ ≤ (

δ

γ
)
i−1
2 (

δ

γ
)1/2

(iii)i ∥(ai − ai−1)2wk∥ < ϵ ∥wk2(bi − bi−1)∥ < ϵ k = 1, . . . , p

(ivi) ai − ai−1 ∈ F⊥ bi − bi−1 ∈ F⊥

On rapplique le lemme qui permet alors de construire des vecteurs an+1 et bn+1 convenables

au rang n+ 1.

Puisque θ < γ, les suites (ai)i et (bi)i sont de Cauchy. On note a′ = lim
i
ai et b′ = lim

i
bi.

Ceci permet de conclure :

L = a′2b′

∥a′ − a∥ ≤
√

2
δ1/2

γ1/2 − θ1/2

∥b′ − b∥ ≤ δ1/2

γ1/2 − θ1/2

∥(a′ − a)2wk∥ ≤
∑

ϵi < ϵ k = 1, . . . , p

∥wk2(b′ − b)∥ ≤
∑

ϵi < ϵ k = 1, . . . , p

a′ − a ∈ F⊥ b′ − b ∈ F⊥

2

On est alors en mesure de donner la preuve du thorme 6.13

Preuve : Soient (wk)k une suite dense dans K et (ϵk)k ↓ 0. On considre L ∈ Q∞, ∥L∥ <
γθ√

2
.

On applique la proposition prcdente avec comme donnes initiales a = b = 0, les p premiers

vecteurs w1, . . . , wp et ϵ = ϵp.
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On peut alors crire L = ap2bp, avec les contrles ∥ap∥ ≤ 21/4 et ∥bp∥ ≤ 2−1/4.

On pose a′p =
ap

21/4
et b′p = 21/4bp, ce qui donne L = a′p2b

′
p.

On a de plus :

∥a′p2wk∥ < ϵp ∀k = 1, . . . , p

∥wp2b′p∥ < ϵp ∀k = 1, . . . , p

L’argument classique utilisant la densit de (wk)k permet alors de conclure. 2
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