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ON THE CONTRACTIONS IN THE CLASSES A,

ISABELLE CHALENDAR and FREDERIC JAECK

Communicated by Florian-Horia Vasilescu

ABSTRACT. Let T be a contraction in the class A acting on a Hilbert space.
Sufficient conditions in terms of the multiplicity of certain natural unitary
operators associated with the Cyp., C.o, C1. or C.1 part of T are given to
ensure that T belongs to the class An m,n,m € N*. Along the way we obtain
new relations between the boundary sets involved in arbitrary triangulations
of T.

KEYWORDS: Hilbert space, absolutely continuous contraction, dual operator
algebra, minimal coisometric extension, minimal isometric di-
lation.

AMS SUBJECT CLASSIFICATION: Primary 47D27; Secondary 47A20, 4TA15.

1. INTRODUCTION

Let H be a separable, infinite-dimensional complex Hilbert space. We denote by
L(H) the algebra of all bounded linear operators acting on H. Let C'(#) be the
Banach space of trace class operators on H equipped with the trace norm. If A
is a dual algebra on H, that is, a weak*-closed unital subalgebra of L(#), then it
is well-known (cf. for example [2]) that A can be identified with the dual space
of Q4 := C}(H)/*+A where + A is the preannihilator of A in C'(H), under the
pairing:
(T,[L]a) = trace(TL), T € A, [L]4 € Qa.

The Banach space Q4 is called the predual of A. We write [L] for [L]4
whenever there is no possibility of confusion. For z and y in H, we define z®y by
z ® y(u) = (u,y)z for all u in H. The cosets [z ® y] 4 have been essential in dual
algebra theory. Suppose m and n are cardinal numbers such that 1 < m, n < N,.
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266 ISABELLE CHALENDAR AND FREDERIC JAECK

A dual algebra A will be said to have property (An, ) if every m x n system of
simultaneous equations of the form:

[ @yl=[Lej], 0€<i<m, 0KF<n,

where {[L; ;], 0 < i <m, 0 < j < n} is an arbitrary array from Q 4, has a solution
{zi,0 < i <m},{y;,0 < j < n} consisting of a pair of sequences of vectors from H.
We write D for the open unit disc in the complex plane C, and T for the boundary
of D. The spaces L? = LP(T), 1 < p < oo are the usual Lebesgue function spaces
relative to normalized Lebesgue measure m on T. The spaces HP = HP(T), 1 <
p < oo are the usual Hardy spaces. It is well-known (cf. [9]) that the space H™ is

2w

the dual space of L'/ H} where H} = {f €Ll: [ f(et)e™dt =0, n=0,1,.. }
0

and the duality is given by the pairing:

(. lgl) = [ fodm, feH®, [g] e L}/HL.
T

We denote by Az the dual algebra generated by T € L£L(H) and by Qr the
predual space Q 4, of Ar. A contraction T € L(H) is absolutely continuous if in
the canonical decomposition T' = T; @ T», where T} is a unitary operator and T,
is a completely non unitary contraction, T; is either absolutely continuous or acts
on the space (0). The following is essentially Theorem 4.1 in [2]:

THEOREM 1.1. Let T be an absolutely continuous contraction in L(H). Then
there erists a functional calculus ®7 : H® — Ar defined by 1(f) = f(T) for
every f € H*®. The mapping ®r is a norm-decreasing weak*-continuous algebra
homomorphism, and the range of ®7 is weak*-dense in Ap. Furthermore there
exists a bounded, linear, one-to-one map o7 of Qr into L' /H} such that &1 = ¢f.

In particular the coset [z ® y] is mapped to an element of L'/H} which we
denote zOy. Very often we will use the sesquilinear map “0” for different absolutely

continuous contractions (a.c.c.). If necessary we will write 5 to avoid ambiguity.
Thus we write zOy either when there is only one a.c.c. for which 0y is defined
or when for all a.c.c. for which zOy is defined the same value is assigned. We
denote by A = A(H) the class of all absolutely continuous contractions T’ € L£(H)
for which the Sz.-Nagy-Foias functional calculus @7 : H* — A7 is an isometry.
Furthermore, if m and n are any cardinal numbers such that 1 < m,n < Ry, we
set Ay on = Ay (H) to be the set of all T in A(H) such that the singly generated
dual algebra A7 has property (Am ). We write A, for A, .
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ON THE CONTRACTIONS IN THE CLASSES A, 267

In this paper, we continue the study of sufficient conditions for membership
in the class A, ., using improvements of techniques introduced in [8], [6], [4], [1],
[12]. A lot of work has been done in this direction. For example, in [10], the
authors discuss contraction operators T in the class C.o N A with defect index
dr < oo (dp = dim{(Id — T*T)¥/?#}~). They show that these are particularly
nice representatives of the class A, »,. Indeed, their membership is completely
determined by the multiplicity of either the shift piece of their Jordan model or
the unitary piece of their minimal coisometric extension.

Qur results are based upon the interplay between boundary sets, multiplicity
theory and approximation techniques. In particular, we generalize the results
obtained by [12] for membership in the class A, by localizing the multiplicity
conditions. Though this localization will not surprise the specialist, it is largely
responsible for a lot of new technicalities.

In Section 2 we introduce the notation and terminology used herein. Then,
in Section 3, we shall develop some functional lemmas which lead to approxima-
tion results involving multiplicity (established in Section 4). Along the way, we
give some new results for some triangulation of absolutely continuous contractions
(Section 4). As a sequel to this study we shall deduce some sufficient conditions
for membership in the class A; ,,, Ax,; and Ay, where k and n are some positive
integers.

2. PRELIMINARIES

The notation and terminology employed herein agree with those in [5] and [13]. If
we suppose that T is an a.c.c. in £(#), then its minimal unitary dilation U € L(U)
(K C U) is also absolutely continuous.

The minimal isometric dilation Uy of T is the restriction of U to the subspace
Uy = span {U™H,n > 0}, which is invariant for U. The operator U, has the Wold
decomposition U, = S, @ R corresponding to the decomposition of If; as S, &R,
where S, is a unilateral shift of some multiplicity in £(8,) if S, # (0), S, is the
zero operator if S, = (0), R is an absolutely continuous unitary operator in £(R)
if R # (0) and R is the zero operator if R = (0).

The minimal coisometric extension B of T is the compression of U to the
subspace B = span{U"H,n < 0} = span {U*"H,n > 0}, invariant for U* (hence
semi-invariant for U). The operator B has the Wold decomposition B = S* & R,
corresponding to the decomposition of B as & @ R., where S is a unilateral shift
of some multiplicity in £(S) if § # (0), S is the zero operator if S = (0), R, is an
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268 IsaBELLE CHALENDAR AND FREDERIC JAECK

absolutely continuous unitary operator in £(R.) if R, # (0) and R, is the zero
operator if R, = (0).

Throughout the paper, expressions such as maximality, uniqueness, and
equality of Borel subsets of T are to be interpreted as being satisfied up to Borel
subsets of Lebesgue measure zero.

We write ¥ = Xr (resp. X. = X, r) for the Borel subset of T such that
my, (resp. myy, ) is a spectral measure for R (resp. R.). By Proposition 3.1
in [5], there exists a unique maximal Borel subset X7 of T such that, for any
f € LYX7),||fll1 <1, there exist two sequences (), and (y,), in the unit ball
of H such that:

lim ”[f]L-l,fHﬂl — 2 Oynl| = 0;

n—0oC
lim ||z,0w|| =0, w € H;
n—oo
lim ||wOya| =0, w € H.
n—oc

In fact, T belongs to the class Ay, if and only if X7 = T (cf. [2], with a different
formulation).

We denote by E}. (resp. E}.) the Borel subset of T equal to XrUX, 1 (resp.
X7 UXr). It follows from Proposition 4.8 in [5] that E¥L. (resp. EL.) is the maximal
Borel subset of T such that for any f € L'(E}) (resp. f € LY(E})), |Iflh < 1,
there exist two sequences (z,), and (yn)n in the unit ball of H such that:

Jim |[[f]g:/mp — 2nOyall = 0;
n—oc

lim ||z,0w| =0 (resp. lim ||wOy,||=0), weH.
N=—0C n—0C

The operator T belongs to the class Ay, (resp. Ay,.i) if and only if E5. = T
(resp. EL =T) (cf. [4]).

By Theorem 4.3 in [5], an a.c.c. T € £(H) belongs to the class A if and only
fT=XrUuX,rUZr.

If M is a semi-invariant subspace for T, we denote by R™ (resp. RM)
the unitary part of the minimal isometric dilation (resp. minimal coisometric
extension) of the compression T'y.

We denote by Q, @Q., A, A, the orthogonal projections of i onto S, S., R, R.
and we denote by QM, QM, AM  AM the orthogonal projections of M, the space
of the minimal unitary dilation of Ty, onto S™,SM RM RM the spaces as-
sociated in an obvious way to the minimal isometric dilation and the minimal
coisometric extension of T,.
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ON THE CONTRACTIONS IN THE CLASSES A, m 269

If I' is any Borel subset of T (satisfying 0 < m(I") < 1), we denote by Mp
the absolutely continuous unitary operator on L?(T') defined by:

(Mrz)(e) = e''z(e*), e L*I), etel.

As to the multiplicity of an absolutely continuous unitary operator on a
Borel subset of T, the following (standard) formulation will be convenient for our
purposes:

DEFINITION 2.1. Let R € L(R) be an absolutely continuous unitary opera-
tor and let o be a Borel subset of T. We say that the multiplicity of R is greater
than or equal to n,n > 1 on o if there exists a reducing subspace R for R such that
Rg := R/, is unitarily equivalent to (M,)™ on (L?(c))™, the n-fold ampliation.

We recall that if T is an arbitrary a.c.c. in £(#H) and if o is a Borel subset of
T, then ¢ is said to be essential for T and we write ¢ C ess(T) (cf. Definition 3.1
in [6]) if:
£ 2 11 fioll o, £ € HZ(T).

We also recall that a Cy. (resp. C.) contraction is a contraction such that
nll}ngo |IT™h|| = O (resp. nango |T*™h|| = 0) h € H. This is equivalent to .+ =0
(resp. £7 = 0). On the other hand a C;. (resp. C.;) contraction is a contraction
such that lim [|[T"h||=0= h =0 (resp. lim ||[T*™h||=0= h =0).

We wnil_io;se the very useful decompogiggil of a contraction T € L(H) intro-
duced in [13], p. 73, namely:

To =
r= ( 0 Tl)

relative to the orthogonal decomposition H = Ho & H;, where Hp is defined by
Ho = {z € H such that JLm ||T™z|| = 0}. By construction we have Ty € Cp.
and T} € C;.. We denote byojE‘g the maximal essential Borel set for T (unique
up to Borel sets of Lebesgue measure equal zero). Since Ty € Co. we get that
Ey = E.fpo (cf. Proposition 4.5 in [5]) and if we define E; by E; = T\ E; we have
Ey Cess(Ty) C BT, whenever T € A (cf. Proposition 1.3 in [6] and Proposition 4.5.
in [5]).
We now state some elementary observations important in the sequel.

—If M is an invariant subspace for T and T’ = T4 then z EI =ik EI y' for
all z € M and y € H with y' = Ppyy.

- If J is a semi-invariant subspace for T' and Y denotes the compression of
Tto._‘}',thena:Ey:xéyforall:c,yeJ.
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270 IsaBELLE CHALENDAR AND FREDERIC JAECK

- With the above notation, for all z € H and all v € B, we have the following
U B B T
equalities: z Ov =z 0Ov =20 Pyv =z 0 Pyv.
U U U T
—Foralluel; and all y € H, ul:ly:uDer:PfHu Oy=PyuDy.
B s* R.
~Forall z,ve B,z 0v=Qxr0Quv+ A.x O A,v.
U S. R
~Forall u,y e Uy, uDy=Q,ulQ.y+ Au D Ay.
The following technical lemmas are very useful.
LEMMA 2.2. Let T be an a.c.c. on L(H). Then for any w € H and any se-
quence (ux )k (Tesp. (vi)x) in H such that lim |juxOw|| =0 (resp. lim [[wOvi|| =
k—o0 k—o0
0) we have:
lim [|QugOw||=0 and lim |[A,uxOw| =0
k—o0 k—o0
(resp. lim ||lwOQ.uk]| =0 and lim [[wOAuv|| =0).
k—ro0 k—oo
LEMMA 2.3. Let T be an a.c.c. on L(H). Then for any w € H and any
sequence (uy ) in H which tends weakly to 0, we have:
klim lwOQuk|| =0 and klim |QsurDw|| = 0.
LEMMA 2.4. Let T be an a.c.c. on H. Then for any h € ‘H, we have:
lim ||QT™h||=0 and lim ||Q.T"h| =0
n—roC n—oc
LEMMA 2.5. For any z in H and any function f in H>, we have:
£(8%)Qz = Q(f(T)=);
f(R.)Asz = A(f(T)z);
f(8)Q.z = Qu(f(T")z);

)
f(R*)Az = A(f(T*)x).

Besides the sesquilinear map (z,y) € H x H — 0Oy € L'/H} there is also a
fundamental functional sesquilinear map associated to an a.c.c. T'. It is convenient
to define it first for its minimal unitary dilation, U. Since U is absolutely contin-
uous, the family {p; 4, ,¥ € U} of elementary spectral measures attached to U
(defined by [ fdp.,, = (f(U)z,y) for f continuous on T) provides a sesquilinear

T

map (z,y) = = ! i = %;{1 from U x U into L}(T). If U is M, (the operator
of multiplication by the position function} acting on some vector-valued Lebesgue
Hilbert space L2(T, E) then z - y(&) = (z(€), y(¢ )}g:€ € T. In particular if E =C
then z - y = z7. Note also an 1mmed1ate consequence of the definitions:

[z-y] =20y forall z,y € H.

s T U
If T is an arbitrary a.c.c. on H we definex - yforz,ye Hbyz - y=z - .
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ON THE CONTRACTIONS IN THE CLASSES fn, m 271
3. PRELIMINARY RESULTS
First, we give lemmas which are important steps in the proof of the next
propositions.
LemMA 3.1. Suppose T € L(H) is an a.c.c. acting on H. Then for any
h € H we have:
lim [T"hOw||=0 and lim ||[wOT*"h||=0, we€H.
T—r0OC n—o0
Proof. We will just give the proof of the first assertion. The second one can
be deduced from similar arguments. Indeed we have:
|AT"hOw|| = (gn(R.) AT hyw), weH
for some g, of norm 1 in H*°(T); thus (recall that A,T"h = R} A,h)
|4 T"hOw|| = (gn(R«)RE Ach,w) = (gna”, AhOw), w e H.
Since the sequence (g,a"), converges weak* to 0 in H>(T), we obtain:
lim ||A.T"hOw|| =0, weH.
n—o0
This combined with the fact that lim ||QT"h|| = 0 (see Lemma 2.4) easily leads
n—oo
to the above lemma. 1

Now we present two lemmas of factorization which will be important steps
in the proof of the lemmas of approximation.

LEMMA 3.2. Let o be a Borel subset of T, let | be in L(a) and f, g be some
elements of L*(0), 0 < p < 1/2. Then there erist u € H? and (cy)nen in L2(0)

such that:
I+ f-g=(f+a"u)-cy, n€N;
llenlly < 252 + llglly), neN;
llullz < 20212

Similarly there ezist also v € H? and (dy)nen in L*(c) such that:
I+ f-g=dn-(g+a™), neN;
ldally < 2531 + 11£l), neN;

llvll2 < 2272
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272 ISABELLE CHALENDAR AND FREDERIC JAECK

Proof. We will just give the proof of the first assertion. The second one can
be deduced from similar arguments. Let 0 < p < 1/2, £ > 0 such that ¢ < 5% =5
Since |I| + v is log-integrable for any v > 0, there exists a function " in H? such
that |I| +v = |I'|? (cf. [11], p. 53). Moreover, we can choose v > 0 in order to have
12 < (14 .s]||.l||1/2 If we set I :=I/l', it is clear that I” € L*(0) and that we
have [ =1"-1".

We set Q := {et; | f|(e') < |I'|(e!)} and let 6 be a function in H*® such that:

6] = 2—p on
R otherwise.

The existence of such a function is granted by [11], p. 53. We obtain that:
|f +6a™'| > (1 - p)max{|f],|l']}.
We set Z := {ei € o; f(e'!) = —(8a™l')(e*)} and we define the function c, by:

) I+ f g (eit)
Ta(e") =9 f+baml
0 otherwise.

ifelt €0\ Z;

We easily get: |cn| < [I”| + |g|), which proves that ¢, € L?(¢) and moreover
lleallz < L5315 + ]Igl|2). We obtain that:

I+f-g=(f+a™u)-c, whereu€ H ,u=20l

So we get |Jull2 < [|0l|ll'll2 < 2||H|1/2 and the proof is complete. 1

The proof of the next lemma of factorization is left to the reader since it uses
similar arguments. The starting point is the fact that any function ! € L'(g) can
be written [ = I’ - I where I’ and {” are some elements of L?(c).

LEMMA 3.3. Let ¢ be a Borel subset of T, let | be in L'(c) and let f,g be
some elements of L*(c). Then there exist u € L2(d) and (ca)nen in L%(0) such

that:
I+ f-g=(f+a"™u)-¢c,, neEN;

lleally < U2 + llglly, nEN;
ull2 < 2[l11}">

There ezist also v € L%(0), (dn)nen in L%(o) such that:
I+ f-9g=d, (g+a™), neN;
ldally <R+ 1fllyy  meEN
loll2 < 2[11132.
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ON THE CONTRACTIONS IN THE CLASSES An,m 273

NOTATION. From now on, if R! (resp. R') is a reducing subspace for R,
(resp. R), we shall denote by A.; (resp. A;) the orthogonal projection onto R!
(resp. R') and A, (resp. Az) the orthogonal projection onto R, & RL (resp.
ReRY). _

If a unitary operator U € L(U) is of multiplicity greater than or equal to n
on a Borel set o, we write: mult(U) > n on o.

Now we give the first lemma of approximation, which can be seen as a local-
ization (in terms of the Borel set) and generalization (in terms of the form of the
vectors obtained) of Theorem 3.11 in [8].

LEMMA 3.4, Let T be an a.c.c., B its minimal coisometric extension, B =
S* @ R,. Let o be a Borel subset of T. We suppose that there exists a reducing
subspace R, for R. such that:

mult(R,) > 1 on o where R, := R.|g;;
span {R." (R, N (A.H)"), n € Z} = R..

Leta € H,be R.,F € L}(0),e > 0,0 < p< 1/2. Then there exist h € H,c, € RL
(R: is a reducing subspace for R, included in R) such that R, g1 is unitarily
equivalent to M, ) such that, for any n > 0, we have:

{ |F + Asa-b— As(a+T™h) - (cn + b2)|| < € where by = b — Asab;
lleall < 25 (1 Aubll + IFI5").

Moreover, we may assume || T"h|| < 2||F||}/? for alln > 1.

Proof. We consider the isometry W defined by W := R.ja,3)-. If
Wia.%)-nRr: is unitary, we get R, = R, N (A,H)”, which implies that R, C
(AH)~. Since mult(R,) > 1 on o, there exists a reducing subspace R! for R,
such that R! C (A,H)™ and such that R.|gr: is unitarily equivalent to M,.

If W(a.%)-nw: is not unitary, using the Wold decomposition, we know there
exists a reducing subspace W} for W such that Wiy (= R.w1) is unitarily
equivalent to S, the standard unilateral shift acting on H2. Moreover we have
W?! C (A.H)~. We recall that in this case there also exists a reducing subspace
R for R, such that R,z is unitarily equivalent to M,.

We write: FF+ Aya-b = F + Ay1a- Aab+ Aa - Awb. First we modify
F + A.ia - A.b. In the particular case where Rl C (A.H)~, using Lemma 3.3
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274 IsABELLE CHALENDAR AND FREDERIC JAECK

and the vector-function identification R} = L?(¢), there exist u € RL, (cn)n in

R! such that:
F+ A*la . A*lb = (A*lﬂ + R::’L-Z} " Cpi

2
leall < 11, + (141815
lull < 2F 132
If Rl ¢ (A.#H)~, using Lemma 3.2 and the natural vector-function identifi-
cations R! = L?(c),W! = H? there exist v’ € W! C (A.H)™,(¢)n in R! such
that:
F+ Ana-Aab=(Aaga+ RM)-c;
lehll < T2 UFIR + 1l AuablD;
Il < 2.
Since R! is a reducing subspace for R,, we get:
F+A.a-Ab=(A.a+RM)(cn+ Awd)  cpueRlC(AH)
or

F+Awa-Ab=(Awa+RMW) - (c, + Asd) ¢, e RLW e W! c (AH)".

We assume ||c, + A.2b|| # 0 and ||c], + A.2b|| # 0 otherwise the proof is
immediate taking h = 0, ¢, = A,1b. Now, according to the inclusion R} C (4. H)~
or W} C (A,H)~, we are able to find h € H, k' € H so that:

£ £
u— A < /—m f— AR < —/—
| I < Sen + 2] =AWl < S 23
£ £
Aohl| < ————; and Aph | < ————:
AL < [lul; AR < ]

Since R, is an isometry and considering the equality R A,1h = A,,T"h, we get:

€
Riu— AgTMh| < —————
and
€
R — AnTMH|| < ————,
N e
which easily leads to the desired inequality. Since lim ||T™h|| = ||A.h| and since
T—+00

[|A.h|| < [Juf, if n is large enough, we can get | T™h|| < 2!|F{|if2. Thus, replacing h

by T™h where ny is a sufficiently large integer, we may assume ||T"A|| < 2||F ||i’) .
foralln>1. 1
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ON THE CONTRACTIONS IN THE CLASSES An m 275
Now we state the dual version of the previous lemma, whose proof is left to
the reader since it can be deduced from similar arguments.

LEMMA 3.5. Let T be an a.c.c., Uy its minimal isometric dilation, U, =
S. @ R. Let o be a Borel subset of T. We suppose that there ezists a reducing
subspace R’ for R such that:

mult(R') > 1 on o where R' := Rg;
span {R*(R' N (AH)"),n € Z} =R’
Leta € R,b€ H,F € L*(0),e > 0,0 < p < 1/2. Then there exist h € H,d, €

R1 (R1 is a reducing subspace for R included in R' such that Rz, is unitarily
equivalent to M, ) such that, for any n > 0, we have:

{ |F +a-Ab— (dn, +az) - A(b+ T*"h)|| < € where az = a — Azq;
ldall < 155 (l4rall + | FIL).

Moreover, we may asume ||T*"h| < 2||J!~7‘||1”2 foralln > 1.

For an A; y, version of Lemma 3.4 and an Ay, ; version of Lemma 3.5, we
need the following lemma.

LEMMA 3.6. Let o be a Borel subset of T. Let (Fi)r>1 be a norm summable
sequence of functions in LY(c), let f,(ge)r>1 be in L'(0),0 < p < 1/2. Then for
every k > 1, there exist u in H?, (ckn)n in L?(0) such that: '

Fe+f- -9 =(f+a™u)-cxn;

/
Il <2( S 1Ad)

leknllz < 25 UFNY? + llgkll2)  for any n € N.

There also ezist v in H2, (dgn)n in L%(c) such that:
Fe+ fe-9=din(g+a™v);

1/2
Iolls < 2( 3 I1Eel) "
>1

ldknllz € 5 (1EI1L? + [ fill2)  for any n € N.

Proof. We just give the proof of the first assertion. The second one can be

deduced from similar arguments. Let FF = 5 |Fx| andlet 0 < p < 1/2,e >0
k>1
be some positive reals such that € < Ef_p . Since F + v is log-integrable for any

This content downloaded from 193.54.67.92 on Tue, 20 Feb 2024 14:51:13 +00:00
All use subject to https://about.jstor.org/terms



276 ISABELLE CHALENDAR AND FREDERIC JAECK

v > 0, there exists a function h € H? such that F + v = |h|>. Moreover we can
choose v > 0 in order to have ||hljs < (1 + s)||F|f:1[f2. We consider the Borel set

Q = {e*;|f](e®) < |h|(e'*)} and we define a function 6 € H*® such that:

6] = 2-p onf)
e otherwise.

The existence of the functions h and # are granted by [11], p. 53. Then, for a given

n, define the measurable function ¢, by:

Fr+f -9k
_ fa™h = 0};
Gm={ Troan OO \UHEh=0}
0 elsewhere.
As in Lemma 3.2, we easily get cx, € L*(0) and ||cg n|l2 < %(Hﬁll}"z + lgx|l5)-

T

/2
Now we set u = 6h € L%(c). So we get [|Jul|> € 2( ) ||Fk|f1) and Fi. + f-gr =
k=1

(f + a™u) - ¢k n, which ends the proof of the lemma. 1
Using the previous lemma, we can state the following propositions:

ProPOSITION 3.7. Let T be an a.c.c., B = S* @ R, its minimal coisometric
extenston. Let o be a Borel subset of T. We suppose that there exists a reducing
subspace R, for R. such that:

mult(R,) > 1 on o where R, := R,|g;;

span {R} (R, N (A H)™),n € Z} =R,
Leta € H, (bk)k € R., (Fi)r @ norm summable sequence of functions in L'(c),e >
0,0 < p < 1/2. Then there exist h € H and (cak)n € Ry (R, is some reducing

subspace for R, included in R, such that R. |1 is unitarily equivalent to M, ) such
that, for any n,k > 0, we have:

{ ”Fk +A.a-by — A*(a + Tnh) . (Cn,k + b;_),k)ﬂ < & where bg,k = b — Aa1bg;
len il < 225 (1 Awbell + |1 Fl}).

1/2
Moreover, we may assume ||T™h|| < 2( 3 |]Fk||1) .
k>1

As usual this lemma has a dual version whose statement is left to the reader.
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ON THE CONTRACTIONS IN THE CLASSES . m 277

PropoSITION 3.8. Let T be an a.c.c., Uy its minimal isometric dilation,
Us = S, ® R. Let o be a Borel subset of T. We suppose that there ezists a
reducing subspace R' for R such that:

mult(R') > 1 on o where R' := Rjz;

span{R"(R'N(AH) ),ne€eZ} =R’
Let (a)x € R,b € H,(Fi)x a norm summable sequence of functions in L'(o),
€ > 0,0 < p < 1/2. Then there exist h € H,(dn k) € R1 (R1 is some reducing

subspace for R included in R' such that Rz, is unitarily equivalent to M) such
that, for any n > 0, we have:

{ ||Fk + ag - Ab = (dn,k + ﬂ.z,k] 0 A(b +T*nh)|| < £ where a2,k = Ok — Alak;
ldn el < 755 (1 Araell + [1Fll}).

1/2
Moreover, we may assume || T*"h|| < 2( » |1Fk||1) :
k>1

Using matricial tools (see for example Part I, Section 1.4 in [7]) which are
helpful in making certain arguments more transparent, we easily state the following
proposition:

PROPOSITION 3.9. Let T € L(H) be an a.c.c. and let {f*I, 1 <i<k, 1<
j < n} (where k and n are some positive integers) be a collection of functions in
the unit ball of LY(X1). Then there exist sequences of H, (z%,)m and (y2,)m such
that:

: ] 1,5] _ i j —0-
Jim (|[f47] - 25,0071 = 0;
lim [wOyh|| =0, weH,1<j<n;
m—od
{ lim |z}, 0w =0, weH 1<i<k;
M—00
25,1l < n, m>1,1<i<k;
gl < &, m>1,1<j<n

The next propositions (Propositions 3.10, 3.11, and 3.12) are very important
tools in the proof of the main results. They show we can get some results of
approximation where we can choose the sequences of approximation in the space
H, or Hy (it depends on the choice of the elements of the predual of H*) with
a “vanishing condition” extended to the whole space (recall that the subspaces
‘H; and Hg are those involved in the canonical Cy. — Cy. triangulation introduced
in Section 2). The following proposition slightly generalizes Proposition 2.2, Part
V in [7]. The main improvement is the fact we achieve the approximation for a
collection of functions.

This content downloaded from 193.54.67.92 on Tue, 20 Feb 2024 14:51:13 +00:00
All use subject to https://about.jstor.org/terms



278 IsABELLE CHALENDAR AND FREDERIC JAECK

PROPOSITION 3.10. Suppose T is an a.c.c.. Let (f7)i1<jgn be a finite se-
quence of elements of LY(X.1) such that || f7]; <
large) and let a, b’ be some elements in Hy, 1 < j < n. Let p be a positive real such
that p < 1/2. Then there exist sequences (Tm)m and (¥ )m in Hi1 (1 < j < n)
such that:

1 (the integer n is arbitrarily

[ lm ||[f7] + a0V — 2,090, =0, 1<j<ny
m—20

lim ||(zy, —a)0w| =0, w € H;
M—00
¢ n , 1/2
o=zl <2( S 0F1) S, m>1;
J:
i 1 - 3 1/2 . , 55
gl < 25000+ 180,77, 1<i<nm>L

The following proposition is the dual version of Proposition 3.10.

PROPOSITION 3.11. Suppose T is an a.c.c. and let (f*)1<icx be a finite
sequence of elements of L(X1) (the integer k is arbitrarily large) and a',b,1 <
i < k in H,. Then there exist sequences (z%,), and (yn)n in Hy (1 <i < k) such

that: _ _ .
(lim ||[f*]+a'0b—2:0y,|| =0, 1<i<k;
n—roo

lim [lwO(y. — b)|| =0, w € H;
4 k ) 1/2
v =t <2( S UF0L) 7 n2
=
i 1 i i 1/2 .
lenll < =t +1£41777), 1<i<kn>1.

The next proposition states precisely the approximation for a collection of
functions in L!(Ey) .

PROPOSITION 3.12. Suppose T is an a.c.c. and let (f*)1<icr be a finite
sequence of elements of L*(Ey) (the integer k is arbitrarily large) and a*,b,1 <
i < k in Ho. Then there exist sequences (%), and (yn)n n Ho (1 < i < k) such

that: 4 X .
( lim ||[f*] +e'0b— 2},0y,|| =0, 1<i<k;
n—od

lim [|wO(y, —b)|| =0, wEH,
n—roc
4 k , 1/2
lm=bi<2(LNF1L) .z
i=1
i 1 i i 1/2 :
lenll € Ul +1F077), 1<i<kn2l
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ON THE CONTRACTIONS IN THE CLASSES Ap m - 279

4. TECHNIQUES OF APPROXIMATION INVOLVING MULTIPLICITY

Let W € L£(W) be an absolutely continuous isometry and let W € L£(W) be its
minimal unitary extension. We define the multiplicity of the isometry W as the
multiplicity of W.

LEMMA 4.1. Let W € L(W) be an absolutely continuous isometry. Let M
be a subset of W and let M, be the reducing subspace for W generated by M and
M the reducing subspace for W generated by M. Then we have:

(i) JTVIV,» = J‘T/f, that is to say, the reducing subspace for W generated by M,
is equal to M , and

(ii) ﬁ;“(W eM;) L M, n € Z and consequently, the minimal unitary
extension of Wiywgam, 18 WYVCH-

Proof. By definition we have M C M, where M, is a reducing subspace for
W. Hence we get M C M,. Ifwe suppose that the inclusion is a strict one we get
a contradiction by minimality of the unitary extension w.

Now, for any y € W & M, we get:
(Why, W M) = (Wky, W"M) for any k,n 3 0.

Thus we have AW/“(WGM,.) LM, ne N, which implies that the minimal unitary
extension of Wjyga, lives on M™. In fact we have:

W= Wler © W!WGN['- and W= W|JC[ | ML
where AW] it is the minimal unitary extension of W4, . By minimality of W and

since the minimal unitary extension of Wjyyga,, is defined on ﬁ/lvl, we get that
the minimal unitary extension of Wjyyga, is W| iiL> which ends the proof of the
lemma. &

NotatioN. If U € L(U) is a unitary operator and if a1, ... ,a, are some ele-
ments of U, we denote by redy(ay, ..., ax) the reducing subspace for U generated
by ay,...,ax.

Now, we are able to prove the following lemma which is essential to our

understanding of multiplicity.
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280 IsaBELLE CHALENDAR AND FREDERIC JAECK

LEMMA 4.2. Let o be a Borel subset of T and let T € L(H) be an a.c.c.
Suppose that mult(R.) > n (resp.- mult(R) > n) on ¢ and let x1,...,Tn_1 be
some elements of H. Then there exists a reducing subspace R, (resp. R') for R,
(resp. R) such that:

(i) R, L redg, (Acz1,..., Aszn_1)(resp. R' Lredg(Azy,...,Azn_1));

(ii) mult(R. ;) > 1(resp. mult(Rzs) > 1) on o;

(iii) span{R?(R. N (A.H)"),n € Z} = R, (resp. span{R"(R' N (AH)™),
n€Z} =R').

In particular we have R, N (A.H)™ # (0) (resp. R' N (AH)~ # (0)).

Proof. We establish this lemma in the case mult(R,) > n on ¢. The assertion
of this lemma in the case mult(R) > n on ¢ can be proved using similar arguments.
We set R := redp, (A.z1,. .., Auzy—1). Remark that R is a closed subspace of
(A.H)™ satisfying mult(R.jgr») < 7 —1on o. Let us set W := R,|4,%)- and

consider M,. :=redw{A.z1,...,Axzq—1}. Using Lemma 4.1, we have:
I‘edR‘ {Mr} = redR* {A*Ila cey A*xn—l} = Rf

If Ry = (A.H)™, since R, is the minimal unitary extension of W = R, (4, %)-, We
get that R = R., which contradicts the hypothesis mult(R.) > n on o. Hence we
consider the non-trivial invariant subspace W', defined by W', := (A.H)” & R.
Using Lemma 4.1, if we set R/, := span {RIW'.,n € Z}, we get:

Ri 2l ‘R«i and R* = R*l'R_i & R*ERL"

In particular we have mult(R.jz_ ) > 1 on o and since W', C R, N (A, H)~, we
get span{RZ(R.LN(AH)"),n€Z}=R,. &

Now we can state the following propositions which are essential steps in the
proof of the main results, that is to say, sufficient conditions for being in the
class An m.

PROPOSITION 4.3. Suppose T € L(H) is an a.c.c. and let o be a Borel set
of .. We also suppose that mult(R.) > k on o. Let {f*7, 1< i<k, j > 1} be

a collection of fuctions in L'(o) be such that:

PN Pl

izl

<o foranyi€{l,...,k}
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ON THE CONTRACTIONS IN THE CLASSES An,m 281

and let a* € H, b € R.,1 < i < k,j > 1. Then there exist sequences (a%), in H,
(b2 )n in R« such that:

lim [|f% + Asa*-b - Asap B[l =0, 1<i<k j21;

n—+00
lim [|Q(ar, - a¥)|| =0, 1<i<ks
nllmw||(a;—a")ljw||=[}, weH,1<i<k.

Proof. First we show how to construct ai,b? for 1 < i < k and j > 1. Let

.,tq a finite sequence of elements of #,e1 > 0,11 > D be given. We will
proceed via k steps in order to construct those elements. If Ri(i] is a reducing
subspace for R., ¢ € N, we shall denote by AE,‘I) the orthogonal projection onto
RL® and by A(*;) the orthogonal projection onto R. oRr:®,

First, we approximate (f17),>, using Proposition 3.7 and Lemma 4.2. Let
Rim be a reducing subspace for R, orthogonal to the reducing subspace gen-
erated by {A4.ai,2 < i < k}, such that mult(R.mim) > 1 on o and such that
span {R“(R‘(l} N(AH) ),n € Z} = RO, Let p be a real number satisfying
0 < p < 1/2: By Proposition 3.7, there exist (c )n;1 in R1Y and A! in H such
that:

If1 + Al - AbI - Au(a' + T RY) - (e ; + APV <1, 21
llek 511 < 5 (1AL + 1£1913%), nl
By Lemma 2.4 and Lemma 3.1, there exists n; € N such that, for any n 2> n; we
have: .
IQT™RM| < vy;
|\TAlOt,|| < vy, 1<p<q.

Now we set g! = a® + T™hA! B = ¢l AE;}bj. For any i € {2,...,k}, by the

ﬂlJ

choice of RY™)| we get:
At AN = Al - b,i>1

Next, we approximate (f37);5,. Let R1® be a reducing subspace for R. or-
thogonal to the reducing subspace generated by {A.a', A.a;,3 < i < k} such that
mult(R,z1») > 1 on o and such that span {R’,‘(’Ri{z)ﬂ(.&.?{) ),n€Z}= RL®,

By Proposition 3.7, there exist (c2 ;)n>1 in Rim and A? in H such that:
1£29 + Awa? - B — Au(a2 + T"R2) - (2, + AGW) <1, n2 1
llek ;11 < 25 UADE) + 11F271%), n>1
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282 IsABELLE CHALENDAR AND FREDERIC JAECK

By Lemma 2.4 and Lemma 3.1, there exists ny € N such that, for any n > ny we

have:
1QT™R?|| < w1
[TrR*0t,|| <1, 1<p<y.

Now we set a2 = a? + T™2h?, b} = AE?E{. By the choice of R we get:

lej'
A Al =Ad B, §21,3<igk
Ag'-AY = Al ALY, j21

Then we proceed by a finite induction. The last step consists in the approximation
of (££9)31.

We suppose that g!,...,a*~! and bJ,...,bl _, are constructed. Let 'Rim
be a reducing subspace for R. orthogonal to the reducing subspace generated by
{A.a',1 € i € k -1}, such that mult(R.lRm)) > 1 on ¢ and such that we

have span {R:‘(Rl(k) N(AH)"),neZ} = RL*®) By Proposition 3.7, there exist
(ck ;)np1 in R1™ and h* in A such that:
1% + Ava® Bl = Au(ak +Tmh¥) - (ch, + ADEL )l <er, n2 1
Hcﬁ,j“ %(“A b}c ol =+l
By Lemma 2.4 and Lemma 3.1, there exists ny € N such that, for any n 2 n; we

have: .
IQT™R®|| < v1;
|T"RFOt,|| < v, 1<p<q

i im), n>l.

We set @* = a* + T™h* and b] = c
we get:

+ Ak,bl .7 2 1. By the choice of R} (k)

Ny J

A - AL =Ad AL, 1<ig<k-1

Then we can easily verify that, setting a} := a*,1 < i < k and b’1 = bfc, j21we
obtain:
o9+ Aat b — Aual bl = fY9 4 At B, - Aua’ - b,
which implies that: ||f/ + A.a* - b — A.a} - b|| < ey
Moreover, by construction, we have:

Qa1 = @)l < v, [I(a1 — a')Otp[l <1, 1<p<y.

The proof of this proposition results from iterations of the previous process, tak-
ing (t;); a sequence dense in H and (€n)n, (¥n)n Some sequences of positive reals
decreasing to 0. I
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REMARK 4.4. By construction, and by Proposition 3.7, we have:

ot~ all < 2( S 11, )" icick

j21
Ilbi[!\1—1—(1Ib’ll+2||f“ll”z), > 1

PROPOSITION 4.5. LetT be an a.c.c., 0 C L. Suppose that mult(R,) > k
ono. If {fi9, 1 < k, j > 1} is a collection of functions in L'(c) such that

> I < oo {1 g i < k), and a',...,a*, (b)), are in H, then there exist
izl

sequences (at,)m, (B2 )m (1 <1<k, j > 1) in H such that:

(lim [|[f*7] 4+ ¢'OF —al,0b, || =0, 1<i<k, j>1;
m—+0o0

lim_||(ay, — a*)0wl|| =0, weH, 1<i<k;
! llai, - @il < (lelf”ll) 1<i<k;

iz
i,5111/2 .
153, < (|b3||+2||ff||f), i1
L ai, —ai >0, 1<igk

Proof. We can write:
[F49] + a'0b? = [f*9] + A.d’OA.b + Qa'DQb .

Using multiplicity on ¢ and Proposition 4.3, we can find sequences (a,)., (1
k) in H and (b'].)m (j > 1) in R, such that:

N

(1) lim [[f%9] + A.a’DAW - (Auad,0AL%)| =0, 1<i<k 21

(2) lim ||(a;, — a*)Ow|| =0, weH, I<i<k;
(3) lim ||Q(al, —a*)|| =0, LGl
m—od

1/2
i) : 1<i <k

(4) g, — o'l <2( X IIf*
izl

; . k o
6) A5l <2(1e)+ 3 1571), izt

Moreover, for 1 <i < k, 7 > 1, we have:

lim (A.a},0A.b7 )+Qa’nQb = im at O(QY +A,b7 ) —Qal, 0QV +Qa‘TQY .

m—od
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But, we can work on the two last items as follows (1 <i < k,j > 1):
Qa'0QY — Qal,0QY = Q(a' —a})OQY = (a' — a,)oQY

which tends to 0 when m becomes large by (2). Finally, the approximation is
established with b7, = Qb + A.b" | which gives, via (5),

k
| < 211407+ [1Qv]| +2 Y 1159113,

i=1

167

that is:

AR (Ilb’II+Z|if”ll”2), iLm>1 8

Now we give (without proof) a dual version of the Proposition 4.3.

PROPOSITION 4.6. Suppose T € L(H) is an a.c.c. and let o be a Borel set
. of ©. We also suppose that mult(R) > n ono. Let {f*7,i>1,1<j<n} bea

collection of functions in L'(o) be such that:

Z“fi’j”l <oo foranyje{l,...,n}

i1

and let ' € R, € H,1 < j < n,i > 1. Then there exist sequences (a Jm iR,
(b3 )m in H such that:

lim ||f* +a'- AW —al, - AW || =0, 1<ji<n,i>1;

m—+0C

lim [wO(b], - t)]| =0, weH,1<j<n
m—»2oC

REMARK 4.7. Moreover, if p is a real satisfying 0 < p < 1/2. we have:

-l <2 ) 1<i<

i1

el < 5 (Il + 2 17917), > 1
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We now give a dual version of the Proposition 4.5:

PROPOSITION 4.8. Let T be an a.c.c., 0 C L1 . Suppose that mult(R) > n
ono. If {f9, 1<j<n, i1} is a collection of functions in L*(o) such that

Y I < oo, and bL,...,b"% a', i > 1 are in H, then there exist sequences
i1

(B )m (1 <3< n), (a8,)m (j = 1) in H such that:

(lim [|[f*] +a'0b —a, 00 [| =0, i21,1<j<n;
m—oo
lim ||wO(bl —¥)| =0, weH,1<j<n;
m—00 12
SR -9 <2(TU)  1<ign
i21
i i L i,5111/2 5
lll <8(1a'l+ X 159157%), >
j:
(B, — b — 0, 1<j<n.

Now we give a new result for a certain triangulation of an absolutely contin-
uous contraction.

T
THEOREM 4.9. Let T € L(H) be an a.c.c. such that: T = ( 01 ; ) rela-
2
tive to some orthogonal decomposition H = H, @& Hs. Then we have:

Ey.=EL UE; and Ej=E} UEL.

Proof. What we have to do is to show that for any F € L*(T\E¥L, ), || F||: <1,
the class [F] is such that there exist two sequences (Un)n, (Un)n in H; with

lim ||[F] — unOvs] = 0;

n—00
lim |ju,0w|| =0, w € H;.
n—00
For this, it is sufficient to prove that given ¢ > 0, wy,...,w, € Hi, there exist
u, v € ‘Hy such that:
{ I[F] — uDv|| <e;
luDw, ]| < €, G Loyl

Suppose T = EZ. up to a Borel set of Lebesgue measure 0. For any A € I, there
exists a sequence (zn »)n in H such that:

lim ||Ey — 2p0Zn x| = 0;
—»00

|zn,0w|| =0, weH.

lim
n—o0
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We set ) , = Py, 2, and 22, = Py,z, . Since ||E,|| = 1, without loss of
generality we may assume that Iixn, all =1 (all n, all A) and also (removing for
each A a suitable subsequence) that the sequence (||z3 ,|)n is convergent. Let
Ya = lim |jz2 ,||. Relative to the choice of the sequences (2, y)n We define, for
0< ’)rn<_}f the sets:

D, ={reD; 7\ <9}

Note that if A € D, then:

limsup || Ey — :rn ;\Dzn Al < llmsup l|2s, ADxn Az < (1= 7)1/2.
n—o0

Moreover, we have:
lim 22 \0ul| = lim [lzo\Oull, w e Hy.

Thus we obtain that NTL(D \ D) C E}, (where NTL(E) denotes the set of all
nontangential limits of points in E), that is, T\ E}, C NTL(D,) for any v €]0, 1].

Let 4 be a positive real satisfying v < min { 10 4max{ilwal 1<q<p} } Since D, is
dominating for T\ EY, , there exist A;,...\, in D such that ’}q L=

For

and o, ...,a, € D such that E laj| < 1 satisfying ”[F] Z o By | < 55

i=
each j = 1,...,n we may assume (throwing away if necessa;rjy a finite number of

terms in each of the n sequences (z;;);) that ||z ;I <" (where 4" has been
chosen such that v; <4 < 4,1 <j < n) and

£ . :
B — T, O ] 00 21,1<j<m

£ . .
H%mﬂwﬂ<3; I<qgplI<i<n izl

We set z,,, :=zy,3,,2,, = Py,a,,,T ,2, = Py,z,,, and if v := (vy,...,v,), we set
™

_ _ =1 =2 _

— Z V&Ty;, Ty = Z Va $UJ= P?{ll'vn = P’r‘{gxu; Ly = P';-[l'..!,“,,, I, =
j=1

Py.z,.
We get:

3¢

&,
10’

n
|#1- 3 a5,
i=1

[l Dl <

.J:lm

Since ||z2|| < « by construction, we get:

€ £
e 0wyl < § +ymax{lwgla=1,....p} < 5,4 =1,....p.

This content downloaded from 193.54.67.92 on Tue, 20 Feb 2024 14:51:13 +00:00
All use subject to https://about.jstor.org/terms



ON THE CONTRACTIONS IN THE CLASSES £y m 287

Since A}th = A,h for any h € H1, and since ||z, —z;, || = [l22. | < ¥ < 5 we
can easily conclude that:

€
o=

n n
H Z ajA.z,,0A.z,, - Zajflfl:s},j nAf iz, 5

Using the vanishing condition satisfied by the sequence (z;, »;)i we can find v such
that:

mn
1> 22,000, - Q2,007 <
i=1

(see for example Proposition 1.3, Part III in [6]). For such a v, we transform

n
Y. ajAlz, OAlt gz, in A (z)+7) bwhereT € Hy,be R with the following
=1

inequalities: ||[TDwy|| < £,1 < ¢ < p and [|Q*170%, || < 5. In fact we get:
B ~{z, +7)0Pu (@™ E, + )] <e
l(zh +7)0wyl| <e 1< g<p
If T # E% (up to a Borel set of Lebesgue measure 0) we set T=M6&T,

where ¢ = T\ E}.. Relative to the decomposition H= L?(c) @ H1 @ Ha, we have
the following representation of the operator 1"

M, 0 O
0 Tl *
0 0 T

By construction E; = T since we have Eé: = E}; UE}L = o U ET. If we set
Ti=M, 0T, by what precedes, we get:
%zE% UEr, =0UEp UEL =0UErL.
Thus we get B}, = B}, UEY, . Using the equality X7- = X7 and . - = I, (see
Proposition 3.5 in [5]) and the equality E}.. = ET,. U EY, ., we easily get:
Eu= E}l U E}Z for any triangulation of . 1
T, =
We can add that for any triangulation of an a.c.c. T such that T = ( ! )

Ty
relative to some orthogonal decomposition H = H; & Hz, we have:

Yur=3.n ULy, and X7r=%Yp UZXp,.

The above equalities are trivial consequences of Lemma 1.4 in [3]. The flavour
of these results is that the boundary sets E} and El. behave well with respect
to (arbitrary) triangulations. With regard to the sets Xr, this behaviour is not
completely settled. The inclusion X1, U X1, C X7 is always valid, with equality
if Ty or Ty is Cy. (cf. Proposition 3.5 and Corollary 6.4 in [5]), but the question
wether the equality holds in general is still open.
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288 IsaBELLE CHALENDAR AND FREDERIC JAECK
5. MAIN RESULTS

Recall that T is in the class A y, if and only if T = E}. (see Theorem 4.6 in [5]).
The following result shows how much the multiplicity of R*® on T\ E% (equal to
the multiplicity of R on T\ E}) “pushes” the operator into the class A; ,.

THEOREM 5.1. Let T € L(H) be in the class A such that mult(R%°) > n on
T\ E%. Then T belongs to the class A ,,.

Proof. Of course if T = E}, the conclusion holds since T is in the class A; y, .
So we consider the case where the Borel set T\ EZ. has positive Lebesgue measure.
We first show how to, approximately and simultaneously, transform elements of
the type [f7] + aOb in the form aobi. Let f!,....f™ be in L(T), ¢ > 0, and
bl,...,b"% a in H. We split the f7,1 < j < n into pieces: fJ = fI + fjffT 4,
where 0 = T\ E%,, and ¢’ = ET.\ (X7) (C Z..1,). Then we get for 1 < j < n:

[F7]+ a0t = ([£2] + ao0b)) + ([f2] + @108]) + [f%,.] + a108}

where we refer to notation in preliminaries. We first deal with [fJ] + ao0b) =
[£i]+AMoayOAMob) +QHoay0QHob). Using multiplicity on o and Proposition 4.8,
we can find two sequences (@o,m)m and (b ,,,)m in Ho such that:

(1) lim [[[£2] + ao0b) — ag,mOb) [l =0, 1<j<m;

(2) lim [lwa(b), ~ B)| =0, weH, 1< <n;
4 2

(3) 185, — B3I < 201 £2I17"°, m>1,1<j<n;
@ loomll <3(leoll + S IRIRZ). m>1

In fact, using Proposition 4.8, we get that the vamshmg condition (2) is obtained
for any w € Hj, but since wEI(bJ b)) = QwoQ(¥ b)) where (bf, AP
tends weakly to 0 and using Lemma 2.2, we get the vamshmg condition (2) for
any w € H. Next we use the fact that o' C X, 1, and Proposition 3.10 to find

sequences (a1 ), and (b{’p)p in Hi, (1 < 7 < n) such that:

() lim 7]+ a0¥] - (a1,00,) =0, 1<5<n

(6) pl_i_}nolo l(a1,p — a1)Ow|| =0, w € H;
<
(™) ll6 0l < 231881 + 12 172, 1<j<m

1/2
b ]

(8) llar — a1l < 32 I1£2. 113

.
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ON THE CONTRACTIONS IN THE CLASSES dn m 289

Finally, we use the property of the set X7. Using Proposition 3.9, we can find

sequences (), and (y3), in #, 1 < j < n, such that:

4

9 Jlim [[f,] - 20l =0, 1<5<m

(10) qllll;lo |lzgOw|| = 0, w € H;

(11)  lim |lwdyl| =0, weH, 1K< n;
4 g—o0 E

(12) gl < 1%, 2, ¢>L,1<ji<n

T e nl/2

(13) |lzqll € _Zi 1 f% "% g2 1

\ =

We now put the pieces together; from (1), (5), (9) and the initial decomposition
of the elements [f7] + aOb (1 < j < n) we easily deduce the existence of integers
M, P,Q such that for any m > M, p > P, ¢ > Q we have:

I1£7] + a0¥ — (ao,m OB} , + 01,08 , + 2,087 + a108)| < =, 1< i< n.

PR

We can write, for any 1 < j < n:

@0,m O}, + 01,508, + Zo0y) + 010b) = (Gom + 61,5 + 2)O(B] o + b, +47)
+ (—a1,p0b), , + @106)) — (80,m + 01,0)0Y3 — 7,0(85 ,, + 5] )

Moreover we have:
0108 — 01,08, = (a1 — 01,5)0b + a1,,0(8) — B ).
Now we use relations (2), (6), (10), (11), and we choose successively,

p> P sothat ]|(a1—a1‘p)tlb'5|l<i-, l€i<gn,
5

m>M sothat [|(a1,0(5)— b))l < 1<j<nand

4)
. . . I3 .
¢>Q sothat [[(aom +a1,)0) + 1200 m + b1, <7 1<T<n

-~

Thus, upon setting 7 =y, =2z, in H, b] = b{‘},, @1 = ay,p in H, bg = bf;!m,
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290 ISABELLE CHALENDAR AND FREDERIC JAECK

@ = ap,m In Ho (1 < j < n) we have:

(1f7] + a0b — (G0 + @ + D)0, + 0 +7)|| <e, 1<j<n;
% 12 .
6% — &1 < 21711 1<j<n;

1a: — asll <3 32 IFA1V%;
':1

3 Wl <3(Jlaal + 3 1711/%);

L] nl/2 .
5511 < 201830 + 1211172, 1<j<n
~ inl/2 s
171 < 177112, 1<j<n

- I 172
7l < X el
\ 1=

Now we use this result to start the standard self improving process, which leads to
the property A; ,. Let us take (¢,,)m a sequence of positive reals decreasing to 0
such that £, < 1/2™,m > 1. Suppose we have found vectors ap m, @1,m; Tm, S’é,m,
b{ s U2 such that: [|[f7]— (aLm-I-Eo,m-I-Em)D(bJ +bj mt I <ems 1 <5< n

~

then, by the above, we can find vectors @o m+1, @1,m+1; Tm+1, U m1s b{‘mH, T
such that:

1] = @1m + Bom + Fm)O (6] + B + )
+ (Elsm + a{!,m + Em)tl( 1l,m + bgl m yj )
- (al,m—i»l + Eﬂ,m+1 + Em+l)D(b{‘m+1 + bﬂ g}m+1)|| < Em+1
with the following control of the norms:
7 1/2 2
(118 s = B mll < 26, 1<j<n;

l@1,m+1 — B1,m|| < 3n£1f2,

do,m+1]| < 3([@o,m + Zomll + new);
4

17 ol < 2018 + Tl +€0%)y 1<5<m;

Hmm“‘l” <ne rf?ﬁ
1 2 .
L“ym+1||<b 4 L is-in
i T T 2 : ' 2 .
Since [|Zo,ml| < |Zmll < ney/?, and since | .|| < 7]l < en?,,1 < j < n, we

obtain:
- i~ 1/2
Go,m1ll < 3(|Go,mll + 2ner2);

1/2 .
188 msall < 20180l +26221),  1<i<my
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We then get Cauchy sequences (b} ., )m and (@1,m)m (1 < j < n), which converge to
Ef; and @, respectively. The sequences (Zm)m and (¥2,)m converge to 0. Moreover
(‘%,m)m, (@0.m)m, (1 € j < n), have weak cluster point E‘i, @ respectively. Using
mixed continuity of (z,y) — zOy we can write:

[f7] = @ +@)0F +5), 1<j<n
which ends the proof. 1

Since T' € Ay ,, is equivalent to T* € A, ;, the following theorem is easily
deduced:

THEOREM 5.2. LetT € L(H) be in the class A. If mult(R*0) > n on T\E}.,
then T belongs to the class An 1, where R™o is the unitary part of the minimal
isometric dilation of the Cy. part ot T*.

Remark that the condition T' does not belong to the class Ay, ; means that
the Borel set T \ EY.. has a positive Lebesgue measure. Indeed, T in the class A
belongs to the Ay, 1 if and only if T = EL. and EL = {(,( € E%.}.

Now we give another sufficient condition for an operator T in the class A to
be in the class Ay ;. Recall that if T is Cp. then T' € Ay, ; (see Proposition 4.5 in
[5])-

THEOREM 5.3. Let T € L(H) be in the class A. If mult(R™) > k on
Ei\ Xr, then T € A ;.

Proof. Of course, if E1\ X1 = @ then T’ € Ay, 1 and the conclusion holds. So
we consider the case where E; \ Xt has positive Lebesgue measure. Let f1,..., f*
be in L}(T), € > 0, and a',...,a*,b in H. We split the functions f* (1 < i < k)
into pieces: f* = f; + f%_+ fi where 0 = E; \ X7, and ¢’ =T\ (¢ U X7). Then
we get for 1 <i <k,

(7] +a'0b = ([f2] + aj0b1) + ([f2/] + a§Obo) + [fi,.] + aiObo,

where we refer to notation from the preliminaries. By Proposition 4.5, we know
there exist sequences (a} ,)n and (by n)n in Hy, (1 <@ < k) such that:

((1) nh—{%o I[f2] + ai0by — af ,Ob1 [ =0, 1<i<k;
(2) lim ||(ai, - ai)Ow| =0, weH, 1<i<k
T—00 3
1 3) llat, —ail <2l fE1Y2, 1<i<kn2;
k »
(@ ol <3(all+ SISIR),  n>1

This content downloaded from 193.54.67.92 on Tue, 20 Feb 2024 14:51:13 +00:00
All use subject to https://about.jstor.org/terms



202 IsaBELLE CHALENDAR AND FREDERIC JAECK

Next we use the fact that o’ C Zr, and Proposition 3.12 to find sequences (af ),
and (bop)p in Ho (1 €@ £ k) such that:

((5)  lim [|[f5.] +ap0bo - @ ,Bbol| =0, 1<i<k;

(6) lim |[wO(bo, = bo)l =0, w e H;
[ . X
(M llad ol < 2(ladll + (17511373, 1<i<kp21;

(8) o — bl <3 Z 1£2 01372,

Finally, we use the property of the set Xr and Proposition 3.9 to find sequences
(z¥,)m and (¥m)m in H such that:

((9)  lim [I[fi,] - 2hBymll =0, 1<i<Kk;

(10) nlilpml|xinnw||=0, 1<i<k weH;
J (1) lim [wOym| =0, w € H;

(12) |lzill < (£, 1372, m21,1<i<k;
(13) lym|l € zufx,u”’. m>1

\

We now put the pieces together. Let us take IV, M, P such that, for any n > N,
m > M, p> P, we get:

. . . . . . £
I[f*] + a'0b ~ (a] ,Ob1,n + a5 ,0b0,p + 27, Oym + 6100y )|| < g

We can write for any 1 < i < k that a} ,0b1n + af p0b0.p + T Oym + aibo is
equal to the following expression:

("ail,nubﬂ,p F a‘iDbg) - (ai,n .o ﬂfa.p)Dvm - xinu[bl.n + bo,p)
+(a},n + ap,p + T )O(b1,n + bop + Ym)-
Moreover, we have:
o4 0bo — a4 Obip = (6} i) + ai Db — boy).
Now we use relations (2), (6), (10), (11), and we choose successively,
n>N sothat ||(a} - al,)3bofl < i
p>P sothat |/(al,O(b —boy)ll < -Z- and

E ; . €
m>M sothat |(a}, + app)0yml + (|25 0(b1,n + bop)l| < T
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ON THE CONTRACTIONS IN THE CLASSES An m 293

Thus we have found vectors Eﬁ,gl in M1, bo, a} in Ho, 2%, §in H, (1 < i < k) such
that:

(1Ilf1] + a'0b — (@ + @ +3)0( + b1 + 7| <6, 1<i

<k
& — gt < 201 £512, 1<i<k
k
_ .
o ~boll < 3 2 £
1=
=i i i)1/2 ;
J @l < 2(llad ] + 1£157), 1<i<k;
7 L inl/2
Bl < 3(0exll + 3 177127
1=
13 < £, 1<i <k

k "
R 17172

By a standard self improving process, the proof can now be completed as in the
proof of Theorem 5.1. 1

The following result generalizes Theorem 5.1 and Theorem 5.3. We give

sufficient conditions for an operator T in the class A for being in the class Ay .

THEOREM 5.4. Suppose T is in the class A\ (Ax, 1UA; x,). If mult(R¥e) >
n on oo C L9 \ Xz and if mult(R*2) > k on 0y C £.1 \ Xz where a¢ and o,
are some Borel subsets of T such that oo U oy U Xr = T, then T belongs to the
class Ay n.

REMARK 5.5. (i) If mult(R*°) > n on T\ E% and if mult(R¥!) > k on
T\ X1, then T € Ay p.

(ii) If mult(R*°) > n on Eg \ Xr and if mult(R**) > k on E; \ Xr, then
T € Agn.

Proof of Theorem 5.4. Let us consider {f*J, 1 < i<k, 1 <j < n} a finite
sequence of functions in L}(T), £ > 0, and al,...,a*,b%,...,b" in H. We write
fi9 = fid + f&3 + i . Once again we have to deal with terms such as

[F%] + a'0b = ([f29] + aj0bd) + ([£27] + a3 0b]) + [f3]] + ai 0B,

1 < i< k,1< j < n. Using Proposition 4.8, we can find sequences (af) ,,)m and
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294 IsABELLE CHALENDAR AND FREDERIC JAECK

(B . )m in Hg such that, if 1 <i <k and if 1 € j < n we have:

0,m
(1) lim [|[f) + a0t — (6 mOB W)l =0, 1<i<h 1<s<m;
(2) n}i_l.;anwEl(bj -8 =0, weH,1<j<n
1 @) 115, - el <2 (ZHﬁH) m>1,1<j<n
(4)  llabmll < 3(lladll + E £33 137), m>1,1<i<k

“

Using Proposition 4.5, we can find sequences (a} ,), and (I;-{,P)le in H; such that:

() Jlim [[If37] +ai0b] — 0,00 | =0, 1<i<k1<j<n
(6) gnM@p—fnmn=m weH 1<i<k;
p
$ : .
(7) |lai, - aill < 22u 31172, 1<i<kp>1
8) 8], Il < IWH+ZHﬁ 173, 1<ji<np>1.
\

We now use Proposition 3.9 to find two sequences (mf;]q and {yg)q in H such that:

(9 Jim [IIf) - 2506l =0, 1<i<k 1<i<n
(10)  lim [|zZ0Ow|| =0, weH, 1<i<k
gq—oo
{(11)  lim flwogg] =0, weH,1<j<n;
(12) |l=ifl < zuﬂawﬁ, 1<i<k g>1;
2 2

(w)uwu<zun&Wh 1<j<n,g>1

\

We now put the pieces together. Let us take M, P,Q such that if m > M,
p>P,g>Q,forany 1 i< kandany 1< j<n we have:

o = . g . " - P . . . 6
”[ft"?] +a'0V ~ (a;,pubi,p g aa,me%,m i x;Dyg e G;Db'g))” < Z
We can write, 1 <i <k, 1<j<n

a;,pub’{,p-l-a:’]?mubg,m-l-‘rj}myg +G§Dbg] (alp-l-aﬁm-l-x J (b’i + 0,m +y:;)
2 (_ai,pubg],m E a?ll:lb{)} - (a;,p Ea a&m)Dy; - (b?l p b[J] m)
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ON THE CONTRACTIONS IN THE CLASSES &7 m 205
Moreover we have:
08} — 0} 0 = (0 — a ) + 04,005 — 8)
Now we use relations (2), (6), (10), (11), and we choose (1 <i<k,1<j< n):
p>P sothat |(a} - a'i,ptlbfo'” < Z
m>M so that |l(a§,pD(bﬂ - b?,m)H < E

- . Ps . . . E
0>Q sothat [(a}, +ahm)Oudll + 5500, + byl < 5
Finally we have found vectors EB,:’;{; in Ho, &'{,E in H; and 7%, % in H, such
that:

~

(11[£59) + a'obl — (@ + @ +3)0F + 0 + 7))l <6, 1<i<k;
@i -aill<2 X 75901172, 1<i<k
J=
i i : inl/2 .
IIb%—b%IIQZIIIfHI ) 1<jsm
1=
a5l <3(labll + X 1591°), 1<i<k
j:
79 ] N ij 1/2 .
151 < 3(lifll + 32 1F717%). 1<j<n
17 < 2 17440572, 1<i<k
J:
s T ;
171 < 3 )12, 1<i<n
\ i=1

This result is the core of the standard self improving process, which leads to
property Ay , in the same way as in the proofs of the previous theorems. 1

In view of the above results, the following conjecture seems a reasonable first
step towards obtaining necessary conditions for membership in the classes Ay ;.

CoNJECTURE. If T € L(H) belongs to the class A, then T € A; ,, if and
only if mult(R*°) > n on T\ E%.

If we were able to prove this conjecture, we could easily prove that:

) Aun = Asx,-

nzl
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Deuxieme partie

Paires commutatives de
contractions



1 Spectre d’une paire commutative d’opérateurs.

1.1 Complexe de Koszul et spectre de Taylor.

Dans son article ” A joint spectrum for several commuting operators” (cf [27]) Taylor propose
une notion de spectre dans les algbres d’opérateurs qui possde les principales propriétés
issues de la notion de spectre joint dans les algbres de Banach commutatives et s’adapte
bien la résolution de certaines équations. Pour une paire T' = (T3, T3) d’opérateurs sur un

espace de Hilbert H, on définit les applications suivantes :

(50(T):0 — H

s(T):H — HeH

x — (=Thx,Tz)

(52(T):H@H — H
(z,y) — Tix+Ty

Notons aussi la forme des applications adjointes :

NT):HeH — H

(z,y) T3z + 17y

—
ST :H — HeoH
—

x (TYz, T5x).
On remarque que IM§;(T) C KERG;+1(T) i = 0,1,2 grce la commutativité de la paire T

et on a donc le complexe de Koszul K(T1,T5) :

So(T) . 61(T) 33(T)

0’ gD o g 20 g s@

KER(SH&(T)
on écrira ¢; pour 6;(7T) si il n’y a pas de confusion possible. Par définition, I'exactitude du

Les groupes de cohomologie associés sont notés H* = 1 =0, 1,2. Dans la suite

complexe se traduit par trois propriétés :
1) H° =0 i.e. KERT; N KERTS = (0)

2) H' = 0 i.e. toute solution (z1,x2) de I'équation Tiz1 + Thas = 0 est de la forme



(=Tox, Thx) pour un certain z € H.
3) H? =0 ie. IMT} + IMT, = H.

On définit alors le spectre de T' par SP(T") = {()\1, A2) € C%, tels que K(Ty — A, Ta — \2) est inex:
On notera aussi o(7") ou o si il n’y a pas d’ambiguité.
De plus on dira qu’une paire d’opérateurs 7" est inversible si (0,0) ¢ Sp(T').

On a la proposition suivante due Taylor :
Proposition 1.1 (Taylor [27])
1. Sp(T') est un compact du polydisque D,y 0 p(T) = (p(T1), p(T2)) et p(T;) = lim |7
n

2. On note ici, pour un opérateur A € L(H), o(A) son spectre et on désigne par m; la
i-me projection de C* — C. On a alors : 7;(SP(T)) = o(T;) i =1,2.
En particulier si H # 0 on a SP(T) # 0.

Dautre part I’analyse géométrique ou en termes d’opérateurs des groupes de cohomologie

donne des résultats sur la structure de la paire T'.

Proposition 1.2 Soit T = (11,1%) une paire d’opérateurs qui commute.
Si HY(T) = 0 alors on a :

KEr(T1) = T»(KERT))

KER(T3) T1(KERT?)

Preuve : Soit x € KERT] : on a alors Tiz + T50 = 0 et donc (z,0) € KERJs.
KERd,

II\/I51
que (z,0) = (=T120,110). Donc KERT) C T>(KERTY).

Mais T7 et T commutent, donc KERT] € LatTy ce qui établit le résultat. O

Puisque H' = = 0, on en déduit que (x,0) € IMdy, c’est dire, il existe § € H tel

Dans le cas o la paire T' double-commute on peut pousser I’analyse plus loin ; en particulier

Curto a montré le résultat suivant :

Proposition 1.3 (Curto [9]) Soit T = (V1,T5) une paire d’opérateurs qui double-commute,

V' étant une isométrie. Dans ce cas on a :
KerV" NKERT, = 0
T inversible <= et

IMVi +IMTy = H



En fait la proposition 1.2 montre que si H' = 0 alors on a toujours KErRTy | KERT} et
KERT) 1 KERTS et ceci pour toute paire d’opérateurs qui commute.

Dans ce qui suit on considre une paire d’opérateurs I qui double-commute mais on indiquera
par (DC) o la double-commutativité joue un rle.

On note AP = 6,6, + 0, 10p+1 p=0,1,2, ce qui donne :
Az =  Tihr+ Tz

A(z,y) = (BTsz— DTy -TiT5z + T y) +
(1T Tho + T Toy; Ty Ty + TyToy)
V= (T Tia + T Tias TiT y + T3 Toy)

ANz = TNTir+DTyx

Proposition 1.4 Pour toute paire T d’opérateurs qui commute on a :

Pour chaque p, H? =0 = KERA? =0 et il y a équivalence ds que IMO, est fermée.

Preuve : Les opérateurs 4,0, et 0,,10p+1 étant positifs on a KERA? = KERJ, N KERIp41,

ce qui établit la proposition. O

On en déduit la traduction suivante de I’exactitude du complexe :
H(T)=0 <= KerT1 NKERT, =0

) avee DC IMmé; fermé
H (T)=0 "

KERTS NKERT; =0

IMés fermé
H)(T)=0 <=
KERT] N KERTy =0

De plus Curto a montré le résultat suivant :

Proposition 1.5 (Curto [9, Prop.3.4 p.134]) Pour toute paire T' qui commute sur H on a
[’équivalence suivante :

T inversible <= [AP inversible pour tout p =0,1,2].

En fait la preuve de Curto permet d’établir un rapport un peu plus précis entre les groupes de
cohomologie et 'inversibilité des opérateurs AP. Sans autre hypothse que la commutativité

de la paire T on a :

Proposition 1.6 Soit T' une paire d’opérateurs qui commute sur H.



1. H> =0 <= A? inversible
2. AP inversible gauche = HP =0
3. (H?> =0 et H' = 0) = A! inversible
4. (H*=0 et H® = 0) = A" inversible
Preuve : C’est essentiellement celle de Curto. La réécrire? O

Ce qui précde peut alors se traduire sur la matrice T définie par

) 5
T:(;):W@HV—% HoH

1
Ty Tvx +Try
—
z t T35z + 17t

Curto a montré qu’une paire T" d’opérateurs qui commute est inversible si et seulement
si T Dest. Ceci résulte immédiatement de ce qui précde et des relations : T*T = Al et
TT* = (A%,A). On en déduit le résultat :

Proposition 1.7 Soit T = (T1,T2) une paire d’opérateurs qui double-commute.
Si A°(T) et A%(T) sont inversibles alors KERT, = Tj (KERTY).

Preuve : La démonstration est fondée sur la remarque suivante (cf les définitions des AP) :

1 €\ AO(TlaTQ)
AN (T, Ty) = ( AZ(Tl,TQ) )

Or, d’aprs ce qui précde on a :
AT, T3)
T inversible <= (A? inversible Vp) <= < AY(Ty,Ty) inversibles
A (Th, Ty)

En particulier H'(Ty,Ty) = 0. Soit alors x € H tel que Tyx = 0 ; on a aussi Ty + 7150 =0
ie. (z,0) € KERO2(T1,Ty) = IM61 (11,15 ). On en déduit qu'il existe donc y € H tel que :

r=—Tyy
0="Ty

avi

ec DC
D’o KeErTy C T5(KErTy) <  KEgrT;. O



Comme cas particulier on retrouve ici un résultat de Curto.

Proposition 1.8 (Curto [9, Cor.3.15 p.137]) Soit T une paire d’opérateurs qui double-
commute. On a alors : T inversible —> KERT]} 1L KERT,

Le tableau suivant récapitule quelques traductions de 'inversibilité de T et on note ADC

ou SDC pour signifier que les résultats sont obtenus avec ou sans double commutativité :

T inversible 2% (HP =0 Vp) S (AP inversible Vp)

{ ADC

KERT) L KERTY
KERT) L KERTS

KERTT L KERTS

KERTY L KERTY

1.2 Spectre essentiel et théorie Fredholm.

On met ici en évidence quelques définitions et propriétés du spectre essentiel pour une paire
d’opérateurs. Pour les éléments plus complets d’une théorie Fredholm et la notion d’indice

on peut consulter Albrecht [3], Ambrosie [4], Curto [9], Vasilescu [28][3].

Définition 1.1 On dit que \ € C? est dans le spectre essentiel de T' si le complexe K(T-\)

est essentiellement inexact, i.e. ['un au moins des espaces HP est de dimention infinie.

Cette notion permet de dissocier trois parties du spectre essentiel de T' : on notera o, =

Ole U Ome U Ope.

dim H° = 4+
AE g — ou

IM6&1 (T — M) non fermé (ceci impliquant dim H' = +00)

dim H! = +o0 et IMd1 (T — \) fermé
AE TR — ou

IMo(T — \) non fermé (ceci impliquant dim H? = +00)

dim H? = 4+
AE Opre — et
IM2(T — A) fermé




On a alors la traduction suivante en terme de suites de vecteurs de H. Soit A = (A1, A2),

on obtient :

1. X\ € oy si il existe une suite (z,,), orthonormale dans H telle que (T} — A1)z, — 0
et (T2 — /\g)xn — 0.

2. X € e si il existe une suite (X,)n = ((2n)n @ (Yn)n) orthonormale dans (Imd;)+ C

H @ H telle que 62(T — M) X, = (T1 — M)y, + (T2 — A2)yn, — 0.
3. A € 0y si il existe (z,), suite orthonormale dans (IMdo(T — A))* i
(TF — M)z — 0 et (T5 — Xo)xy, — 0.

.e. telle que

Proposition 1.9 (Curto [9, Cor.3.11 p.136]) Soit T = (T1,T>) une paire d’opérateurs qui

commute sur H. Alors T est Fredholm si et seulement si T lest.

Ce résultat permet de définir de faon élémentaire une notion d’indice pour les paires Fred-
holm d’opérateurs qui commutent : soit 7" une paire Fredholm, on pose i(T) = Z(T) 0
TeLl((HaH)?).

Nous rappelons quelques propriétés de I'indice qui nous seront utiles par la suite.

Théoréme 1.1 (Curto [9, Th.3 p.142]) On note F l’ensemble des paires commutatives
Fredholm sur H.
Alors i : F — Z est continue, invariante par perturbation compacte et surjective.

En particulier i est constante sur les composantes connexes par arcs de JF.
De plus on peut donner une expression de 'indice en fonction des applications d,, :

Proposition 1.10 (Curto [9, p.143]) Soit T = (1T1,T») € F.

Alors on a :
i(T) = —dim KERJ] + dim(KERd; N KERJS) — dim(IMdT N IMd2) — dim KERJ,

Nous finissons cette partie avec un exemple d’application de ce qui précde. Il s’agit des
paires de shifts, qui constituent un test pour de nombreux probléemes et sert souvent de

modele.

1.3 Exemple : paires de shifts qui double-commute.

Dans cette partie nous montrons comment la double-commutativité garantit une certaine
indépendance des deux shifts ; ceci se traduit en un modle fonctionnel simple et de fortes

propriétés spectrales.

Tef. 11



Soit S = (51, S2) une paire de shifts qui commute sur H. On sait (cf. ??7) qu’il existe un
calcul fonctionnel ® : H>*(D€) — Ags o Ag est lalgbre duale engendrée par S; et Ss.
Cette représentation est de plus C,g (cf. 77).

Lorsque de plus la paire S double-commute, Slocinski [25] a montré qu’elle constitue un
modle au sens du théorme suivant.

Commenons par rappeler quelques définitions :
Définition 1.2 Soit V = (V(s)),cg un semi-groupe d’opérateurs sur H.

1. On dit qu’un sous-espace L C H est ambulant pour V siVsi,s9 € S, s1 # S2 on a
Vis1) L v(s2).

2. On dit que le semi-groupe V est de type s si il existe un sous-espace ambulant L tel

que H = @ V(s)L.
seS

On peut alors énoncer le théorme suivant :

Théoréme 1.2 (Stocinski [25, Th.1 p.258]) Soient Vi et Vo deux isométries qui commutent
sur H. Onnote Li=Ho V,H i=1,2.

Les quatre propositions suivantes sont alors équivalentes :
1. Le semi-groupe {V{"V3"} 2 est de type s.

2. V1 et Vo sont deux shifts qui double-commutent.

[o@)
3. Vs est un shift et Ly = @ VI*(L1 N L), ou bien Vi est un shift
n=0

et L1 = @ V3" (L1 N Ly).

n=0
4. L’espace L = Ly N Ly est ambulant pour le semi-groupe {V1”V2m}Nz
eeH= P WL
(n,m)eN”
Pour une paire de shifts qui double-commute on a donc £ = KERS] N KERSS # (0) et un
modle pour S est la paire M = (M,,, M,,) de multiplication par les variables indépendantes
sur H%(DS, L).

Proposition 1.11 Soit S = (S1,52) une paire de shifts qui commute et telle que L =
KERS] N KERS; # (0).

Alors on a SPS = D" et la représentation ® est une isométrie.

Preuve : Le fait que £ # 0 montre que 0 € SP(S). On considre alors la tranformation de

Mbius M, (z) = 12 f pour p € D.




Pour p1 = (u1, p2) € DE, la paire S* := (S, S4?) := (M, (S1), (M,,,(S2)) reste une paire
de shifts. De plus (S*)* = S¥ o @ = (i1, 712). On en déduit facilement que la paire S
double-commute et que 0 € Sp(S*).

Puis on utilise le fait que pour tout f € A(D€) et on a f(o(T)) C o(f(T)), pour conclure
avec T' = SH etf:M/jl.

De plus pour f € H*>(D€) on peut écrire :

£l = sup |f(M)] < p(f(S1,52)) < [[f(S1,S2)|l
AeDe

ot p(T) = lim,, ||T"||*/™, T € L(H). On déduit de cette remarque qu’une paire de shifts
qui double-commute admet un calcul fonctionnel ® isométrique, i.e. elle appartient la

classe A. O

Remarque :Dans le cas o dim £ = 1 Curto a montré dans [9, p.145 Th.5] que le spectre de
la paire de multiplications M agissant sur H%(D€) est D°.
D’autre part, la formule donnant l'indice d’une paire d’opérateurs Fredholm qui double-

commute permet d’établir le résultat suivant :

Proposition 1.12 Soit S = (S1,52) une paire de shifts Fredholm qui double-commute, et
L = dim (KErRT T} N KERTLTY).
On a alors i(S) = —dim (KERT1 T} N KERTYTS) = —dim £

Remarque 1 : KERT, T} N KERTL Ty = KERA?(T).

Remarque 2 : Pour une paire d’isométries qui double-commute on a A? = 1 et KERA! =
KERA? = KERT} N KERTY.

Donc une paire de shifts qui double-commute est Fredholm si et seulement si ’espace am-

bulant £ est de dimension finie.

Remarque 3 : dim H? = n signifie dim (IMé2)* = n ie. dimKERS] = n ou encore
dim (KERT} N KERTY) = n.

Pour finir cette partie, on considre la paire M, = (M,,, M,,) de multiplications par z;
et 29 sur l'espace L?(v) o v est une mesure borélienne finie sur 75. On notera M 0,0)
I'ensemble des mesures représentatives de (0,0) relativement ’algbre du bidisque A(D€) :
beMpg < [rfde — £(0,0) Vf € A(DS).

On notera mo la mesure de Lebesgue sur 7€ et pour toute mesure v sur 7€, on notera

H?(v) la fermeture des polynmes analytiques dans L?(v).

Proposition 1.13 1. B = {z?zgn}(n myeZ? est une base orthonormée de L*(v) si et

seulement si v € Mg )-



2. Ainsi, si v € M) alors la paire M, € £3 (LQ(V)) est unitairement équivalente
M,,, € LP) (L*(T€)) et M, = M2y est une paire de shifts qui double-commute,
d’indice —1.

2 Dilatations isomtriques. Extentions co-isomtriques.

2.1 Gnralits.

Soit G un groupe d’lment neutre e et T une application de G dans L(H) telle que T'(st) =
T(s)T(t) Vs,t € GetT(e)=1.

On dit que T est de type positif si on a simultanment :

(1) T(s~1) = T(s)* Vs € G.

Z Z s)|h(t)) > 0 pour toute application h de G dans H support fini.

Soit M un sous monode de G ; une reprsentation unitaire de M dans H est une application
U de M dans L(H) telle que :

U(st)=U(s)U(t) Vs,t € M et U(e) =
U(s) est unitaire pour tout s € M

On a donc un morphisme de monodes valeurs unitaire.
Si R est un sous espace de H et U une reprsentation unitaire de M dans R, on dit que

U dilate T si T'(s) = Pry U(s) Vs € M. U est minimale si de plus on a R = \/ U(s)H
seM
Remarque : si M est un groupe, une reprsentation unitaire de M dans H est automatique-

ment de type positif. En effet on a :

DD U )h()lh(t) =D Y (U®)U(s)h = |l ZU (s)[* =0

Les rsultats de cette partie sont une synthse de [26] et sont exposs de faon aller rapidement

vers la construction des dilatations pour les paires de contractions dans la prochaine section.

Théoréme 2.1 ([26]) (a) Pour toute application T de G dans L(H) de type positif, il existe

une reprsentation unitaire U du groupe G dans un sous espace R de H qui dilate T et qui

est minimale.

Une telle dilatation est dtermine isomorphisme prs par Uapplication T' (gree la minimalit).
(b) Rciproqguement, si U est une reprsentation unitaire de G sur H et R est un sous

espace de H, la fonction T dfinie par T'(s) = PrrU(s) est de type positif.

Remarque : pour I'unicit, le procd est classique. Pour deux reprsentations unitaires min-
imales U et U’ associes T, on a (U(s)h|U(t)h') = (T(t~1s)h) = (U'(s)h|U'(t)h) Vs €



G, Vh,I' € H.

La minimalit permet de dfinir I’quivalence unitaire partir de :

> U(s)hs — Y U'(s)hs

finie finie
Soit A une application de M dans L£(H) telle que A(st) = A(s)A(t) et A(e) =1 ; trouver
une dilatation unitaire minimale (d.u.m.) de A est quivalent tablir I'existence d’un pro-
longement de A qui soit de type positif. En effet, si G est un groupe engendr par M, et si
il existe U sur M qui dilate A, alors U se prolonge G par U(s~1') = U(s)* Vs € M. Ceci
permet alors de dfinir A sur G par A(s™!) = Pry U(s™!) ce qui donne un prolongement de
type positif.
Rciproquement un prolongement de type positif admet une dilatation unitaire par le thorme
prcdent.
Soient €2 un ensemble et 7 = {7}, },eq une famille de contractions qui commutent. On note
7 (resp. NI) les familles (ny)weq d’lments de Z (resp. N) n’ayant qu'un nombre fini
de termes non nuls.
Pour n,m € Z} on note : nUm = (max (N, Mw))yeq, nNM = (min (ng,, my,))

n+=nU0et n—=—(nUO).

weOmega’

On munit Z[Y de sa structure usuelle de groupe additif. On peut alors dfinir une fonction

T sur NI par T'(n) not pn 4/ H ",
wen

Théoréme 2.2 ([/26]) Toute paire de contractions qui commute possde une d.u.m.

Remarques : (1) La minimalit dans le rsultat au dessus n’entraine pas 'unicit de la dilata-
tion.

(2) Parrot dans [22] a construit trois contractions qui commutent mais qui ne possdent pas
de dilatation unitaire.

(3) Pour deux contractions 77, 7> qui commutent ’application
N? — L(H)

(n1,m2) — T{"Ty7?

admet en gnral un prolongement de type positif, mais ce prolongement n’est pas forcment
unique.

Cas du prolongement rgulier : On peut dfinir un prolongement de 7™ yAR par T" =

(T™)*T™" appel prolongement rgulier.
Pour v sous-ensemble fini de 2, on note : |v| = card(v) et e(v) = e, (v) o
1 siwew

ew(v) =
0 sinon.
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Théoréme 2.3 Le prolongement rqulier T est de type positif si et seulement si :
Z (=Dl <o
vCu

pour tout sous-ensemble fini u de 2.

Dans ce cas T possde une d.u.m. unique appele dilatation unitaire minimale rgulire de T'
(d.um.r.).

Proposition 2.1 (/26]) Si T est une collection de contractions qui double-commute alors

le prolongement rqulier est de type positif.

2.2 Dilatation isomtrique et extension co-isomtrique d’une paire de con-

traction qui double-commute.

Soit T' = (T1,T) une paire de contractions qui double-commute ; si U = (Uy,Us) est la
dum.r. de T sur K = \/ Ul'US'H, on appelle dilatation isomtrique minimale rgulire le
Z2
couple V = (V1,V3) o V; est la restriction de U; K4 = \/ U'US'H.
2
Si T" est un oprateur agissant sur H et si K est un sur-espace de H, on appelle *-extension
de T sur K tout oprateur A € L(K) tel que H est rduisant pour A.
Le lemme suivant est un rsultat d’extention utile pour analyser les proprits de certaines

dilatations que nous construirons par la suite.

Lemme 2.1 (Stocinski [24]) Soient T une contraction et X un oprateur qui double-commute
dans L(H). Soit W € L(L) HC L la dum. deT.
Alors il existe une et une seule *-extension Y de X sur L telle que YW = WY

De plus on a :
1 X[ =Y.

2. Ly =\/W"H rduit Y.
N

3. Y|, et Uy, double-commutent.
4. Si X est unitaire alors Y l’est aussi.

Construction de la dilatation unitaire rgulire de T' = (17, T%) :

Stocinski dans [24] donne la construction d’une dilatation d’une paire T'qui double-commute ;
celle-ci utilise le lemme prcdent et nous rappelons la dmarche qui servira analyser la
structure de la dilatation ainsi obtenue.

Soit Sy la d.u.m. de Ts sur Ky = \/ Sy H ; par le lemme 2.1 il existe une unique *-extention
Z

11



S1 de Ty sur K telle que S257 = S1.5. De plus K(T = \/S’;H rduit Sy, ||S1|| = ||71]| et on
N
note S; = Si\Kgr' La paire (S1, S2) double-commute.

Dans ce cas Sp reste une contraction et on peut donc considrer sa d.u.m. Uj sur ’epace

K =\/Ul'Ky.
Z
Puisque Sy est unitaire et que S1.52 = S251, la paire (S1,S2) double-commute et on peut

appliquer nouveau le lemme : il existe une unique *-extention de S5 sur K, note Us, qui

est unitaire (car Sy l'est) et telle que UsUy = UyUs. De plus espace Kfr = \/ Ul'Ky rduit

N
U, et la paire U1| K U2| Ky double-commute.

Comme U, est une *-extention de So, on a :

Ky =\/U\/S5'H = \/ UTU"H
N Z 7.2

On note Ky = \/K+ = \/Uf\/S;”H = \/ UlUS"H € LatU; ULATU; et V = (V1,V3) o

N N N N2

On remarque que U1| K+ est la dilatation isomtrique minimale de S1. Stocinski appelle cette
1
dilatation unitaire (resp. isomtrique) minimale la dilatation unitaire (resp. isomtrique)

minimale naturelle de T'.

Proposition 2.2 Soit T = (11,T2) une paire de contractions qui double-commute, U =

(Ur,Usz) sa d.u.m. naturelle, et V = (V1,Va) sa d.i.m. naturelle. On a alors :
1. V' double-commute.
2. U estla dum.r. deT.
3. V* = (Vi*, Vi) est une extension co-isomtrique minimale de T™.
4. V; est une *-extension de la dilatation isomiriqgue minimale de T; pour i = 1, 2.

Dans ce cas, comme pour une seule contraction, on a une relation privilgie entre d.i.m. de

T et e.cim. de T™.
Preuve : (1) Les isomtries V; agissent sur Ky = \/ Ul'Sy"H = \/ VI"Vy"H

N? N?
Soient (n,m) € N* et h € H.
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Pour n > 1,on a :
ARRYE = e
_ ‘anl‘/Qm%»lh
et
Vl*‘/zvlnvémh — VQ‘/I*Van2mh
_ ‘Gn_l‘/ém+1h
Pourn=0etm>1,ona:
ViVa Vi h = ViVy"th = Vo ViV h
Pour n=0, m=0on a:
2 = W G car V7 est la d.i.m. de ~1 onc Vi est I'e.c.i.m. de S7.
LVirh VaSTh \% la d de S; d % 1 de S}
= 595Th car V; est une extention de Sy iV € Kg’ Vox = Usx = Sox = Soz.
= 5’1 Szh car le lemme 2.1 garantit que S| et Sy double-commutent.
= Vi"'Vah.
(2) U est rgulire : il faut montrer que pour tout n = (ny,n9) € Z? on a :
(T )T = PrUT UL " (U7 U3

On peut crire n; = nf +n,; avec nj >0n; <0etn;= n;" ou n; = n; . Dans ce cas on a

n— = (—ny,—ny) et n+ = (n{,ng). Avec ces notations on a alors :
— - nt ot
(T T = (T3) ™" (T7) ™ Ty Ty
Pour n = (n1,n2) € Z* et h€ H,on a :
UMh = (S)™™ h car U est e.c.im. de S).

= (Ty)™ h car S; est une *-extention de Tj.

U;;h = (83)™™2 h car U, est une *-extention de S.

= (T3)™2h car S} est 'e.c.im. de Ty.
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+
Pry UMUS*h = PryUSy?h  car Us est une extention de S.
= PryS;"'S5%h car Uy est la d.um. de 51 et S,% h € K.

+

+
n n .
= Prpsy,®>Ty"h car S est une extention de 77.

= 15Ty h car So est la d.u.m. de T5.

La combiOn en dduit que U est I'unique ( isomorphisme prs) dilatation unitaire rgulire
minimale de la paire T'.

(3) On montre tout d’abord que Vi est une *-extention de S (ce qui prouve aussi (4)) :
pour k € KJ, et sachant que la d.u.m. d’une contraction est une extention de sa d.i.m., on
a Vok = Usk = Sok = Sok.

D’autre part si k est de la forme k£ = V;'h, h € H, on peut crire V5'k = V5"V h.

Pour n > 1, on en dduit que Vik = V" 'h = S5~ 1h = S3S0h = Sik.

Pour ’action sur les Iments de H on peut crire :
Vih = PrKaL Sih  car Vo est une extention de So.
= PrKaL Tyh car S5 est le.cim. de Tj.
= T5h
= Sih.

Enfin ceci tant tabli, 7' = (T31,T%), on associe la d.im.r. V = (V4,V3) pour laquelle V5 est
une *-extention de gQ, d.im. de Ts.

Le mme procd s’applique la paire 77 = (T3,7T1) et donne une d.im.r. V' = (V4, V) telle
que V/ est une *-extention de S}, d.i.m. de T}.

On a donc V' qui est une d.i.m.r. de 7" d’aprs 'unicit de cette dilatation, et finalement on
en dduit que V] est une *-extention de la d.i.m. de T.

ceci montre que V|* est une extention co-isomtrique de 77 et V5 est une extention co-

isomtrique de T5. O

On dira que V* = (V}*, V5") est I'extention co-isomtrique minimale rgulire de 7.

2.3 Dcomposition de Wold d’une paire d’isomtries qui double-commute.

Soit V' = (V1,Va2) une paire d’isomtries sur H qui commute. On dit que V possde une
dcomposition de Wold si il existe Hyr, Hys, Hsy et Hgg, quatre espaces rduisant pour

V' (c’est--dire pour chacun des oprateurs V;) tels que :
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1. H=Hyy ® Hys ® Hsy ® Hgg
2. ViHy,, sont unitaires i = 1,2.

3. Viiays €t Vojug, sont unitaires.
4. Viing, et Voyu,, s sont des shifts.
5. Viimgs €t Voymgg sont des shifts.

Le rsultat qui suit est du Slocinski (cf [25]) et dcrit les paires d’oprateurs possdent une

telle dcomposition.

Proposition 2.3 (Stocinski [25] Soit V = (V1,Va) une paire d’isomtries qui commute.

Si 'V admet une dcomposition de Wold, alors celle-ci est unique.

Soit H = H1 ® K1 la dcomposition de H relative la dcomposition de Wold de l'isomirie V7,
avec Vy g, unitaire ; puis Ky = Ha @ Ks la dcomposition de Ky issue de la dcomposition de
Wold de l'isomtrie Vyk,, o Ha est associ la partie unitaire.

Alors la paire V' possde la dcomposition de Wold si et seulement si pour tout i = 1,2 [’espace
H; est rduisant pour V;.

En particulier toute paire d’isomtries qui double-commute admet une dcomposition de Wold.

Remarque :Dans une dcomposition de type Wold seule la paire de shifts peut ne pas tre

doublement commutative.

2.4 Structure de la d.i.m.r. d’une paire qui double-commute.

On considre ici une paire 7' = (71,7T») de contractions qui double-commute sur H et V =
(V1,V3) sa dilatation isomtrique minimale rgulire sur K.

Comme V double-commute on a la dcomposition de Wold et on crit :
Ky = Kyy © Kys ® Ksu @ Kgs

Pour un sous ensemble quelconque S de H, on utilisera les notations suivantes :

MA(S) = \ Vs
NQ
R(S) = (V"M (S)
N
Proposition 2.4 (Stocinski [24, Prop.1]) Soit T une paire de contraction qui double-commute
sur H. On considre sa d.i.m.r. sur K. avec la dcomposition de Wold comme au dessus.

Alors on a :

1. Ri(H) = Kyy @ Kys -
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2. Ry(H) = Kyy @ Ksu.
3. En gnral on a les inclusions R1(S) C Kyy ® Kys et Re(S) C Kyy @ Kgsy .

On a aussi le thorme suivant qui dtermine la structure de la dilatation isomtrique minimale
d’une paire de contractions C,o. Pour une contraction 7" sur H on notera C,o(T) = {z €
H, ||T*z| — 0}.

Théoréme 2.4 (Stocinski [24, Th.1]) Supposons que T = (T1,Ts) est une paire de con-
tractions qui double-commute et que V = (V1,V3) est sa d.i.m.r.

Si S C C,o(T;) alors Ri(S) =0

En particulier si 77 et T5 sont simultannment C,( alors la d.i.m.r. se rduit une paire de
shifts.

De nombreux autres rsultats de structure peuvent tre trouvs dans les articles de Gaspar et
Suciu [12] [13].

3 Calcul fonctionnel et paires absolument continues.

3.1 Le schma initial de Briam, Davie et @Oksendal.

En 1972 dans leur article ” A Functional Calculus For Commuting Contractions”, Briem,
Davie et @ksendal mettent en place un calcul fontionnel H*°(D€) pour les paires de con-
tractions compltement non unitaires. Nous donnons ici le plan gnral de leur dmarche qui
conduit une dfinition de ’absolue continuit pour ces paires.

On considre donc une paire de contractions 7' = (71, 7%) qui commute sur H. Le point de
dpart est un rsultat d’Ando bien connu qui assure 1’existence d’une (ou plusieurs) dilatations

unitaires minimales U = (U, Uz) sur un espace K D H.

3.1.1 Outils fonctionnels.

On note A = A(DF) 'algbre des fonctions continues sur D’ qui sont analytiques sur DE.
On munit 7€ de sa tribu des borliens et on note M(7€) ’ensemble des mesures borliennes
complexes sur 7 €. Parmi celles-ci on notera ms et m la mesure de Lebesgue normalise sur
TE et T respectivement.

On rappelle ici quelques notions utiles par la suite :

(1) Une mesure p € M(T€) est dans At si /7_6 fdu=0 Vfe A

(2) Pour (z1,22) € DS, on dfinit M(z1,22) ={ue M(Te) ) /7_E {T = {({oo, Te) }-
(3) Un sous-ensemble 3 de M(T€) est une bande si :
(i) Siv € M(TF€) et siil existe u € 3 telle que v est absolument continue par rapport
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||, alors v € 5.
(ii) Si{un} C B et X ||pn| < oo alors - uy, € 5.
(4) Si B C M(TF€) alors on note 3° = {v € M(TS), v L~ Vye€ B}
Si 8 est une bande de mesures alors 3% est aussi une bande. De plus on a (3%)° = 8 et toute
mesure 4 a une unique dcomposition y =c+ 700 € S et T € 5.
Dans la suite on considre trois bandes de mesures dans M(7°€) :
(a) B1 = {p € M(T€), u supporte par £ x T, € tant un borlien de T
tel que (&) =1}.
(b) Bo = {u € M(TFE), p supporte par T x &, £ tant un borlien de T
tel que (&) =1}.
(c) B« la bande engendre par A+ N 35N B5.
Un rsultat de Cole montre que S, coincide avec la bande Sy engendre par Mg o).

Deux rsultats sont alors essentiels pour construire le calcul :

Théoréme 3.1 ([7]) Soit p € A+ N B3N Bs. On considre {fn}n C A telle que sup || fn| <
400 et fn<21,22) —0 V(Zl,ZQ) € D<.
Alors fn, — 0 pour la topologie f* de L>°(|ul).

Nous rappelons ici la dmonstration de ce rsultat qui reste une cl dans cette dmarche.

9(217 22)
z1 —a)(z2 — b)
dans I’ensemble C(7€) des fonctions continues sur 7€ et donc dense dans L' (|ul).

Preuve : Pour la norme uniforme, \/{ ( , g € A, (a,b) € D} est dense

11 suffit donc, sous les hypothses du thorme, de montrer que

9(21)22)
/7’6 fn(z1,22) o =) (2 =) dp(z1,22) —0

Quitte remplacer f,, par f,g, on peut supposer que g = 1.

On a alors :
fn(zlsz) _ fn(zl,b)
/Te (21 —a)(z2 — b)du(zl’z2) o /7—E (z1 — a)(z2 — b)dN(ZhZZ) +
f”(a> Z2)
/7'6 (21 — a)(z2 — b) dp(z1, 22)
fn(a,b)
_/7_e CERICE du(z1, 22) +
/ hn(zlv ZQ)dM(Zl, 2’2)
Te
= '+ T+ T3 + 17
0 on a pos

fn(Zh 22) - fn(zla b) - fn(aa 22) + fn(aa b)

fin = (21— a)(2 — b)
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On remarque que h,, € A et donc T} = 0. D’autre part f,(a,b) — 0 par hypothse et donc
T30 — 0.

Pour 77", on dfinit une mesure v sur 7 par la relation

[ ateanten) = [ Lz, z2) pour g e (n

€ 29— b
En fait v ainsi dfinie est absolument continue par rapport m : en effet si £ C T est un
borlien tel que m(E) =0, on a alors |u|(E x T) =1/ car u € 5° et donc |v(E)| = 0.
Maintenant on pose F(z1) = fn(z1,b) ; on a F,, € A(D), sup,, ||[Fullec < 400 et F,, — 0
simplement sur D. Ceci implique que F,, — 0 pour la topologie f* de L>°(m). On en dduit
alors que / Mdu(zl) — 0ie I — 0.

T 21— a)
On procde de la mme faon pour montrer que 73 — 0. O

Le second rsultat essentiel est I'identification de H*(u) pour pu € Bx. On notera H> (D)

lalgbre des fonctions analytiques bornes sur D€.
Proposition 3.1 soit y € B, ; Uapplication suivante

H>®(p+my) — H®(DE)

f — P(f) (transforme de Poisson)?

est un isomorphisme isomtrique.

Dans la suite on identifiera donc H* (4 mg) et H>*(D€) ou sa version au bord H>(T€).
Un rsultat de Bercovici (cf. chap...) permet d’identifier ponctuellement certains lments de
H(T€) et de H®(u + mo).

3.1.2 Mesure spectrale et structure de la d.u.m.

Si U = (Uy,Uz) € L(K) est une dilatation unitaire minimale de la paire de contractions
cnu. T = (T1,T3), on peut dfinir des mesures spectrales scalaires Imentaires oy ; pour
k,l € K par :

(U UKl = /T A don,
Lemme 3.1 ([7]) Soit T' une paire de contractions c.n.u. et U une d.u.m. sur K O H. I
existe ji € By telle que Vk,l € K, la mesure spectrale Imentaire oy, est absolument continue

par rapport

Ceci permet alors de dfinir le calcul fonctionnel. Pour f € H®(u+mgy) = H*°(D€) on pose

(f(TLTQ)x’y) = /‘7_E de:L’,ya r,y € H

De plus le thorme 3.1 garantit la continuit * de cette reprsentation.

Ennonons le rsultat :

18



Théoreme 3.2 ([7]) Soit T = T1,T5) une paire de contractions c.n.u. Il existe un homo-
morphisme d’algbres ® : H>® (D) — L(H) tel que :

1. p(Th,T5) a sa dfinition habituelle si p est un polynme.
2. (T, B)|| < || fIl, f € H>(DE).

3. Sisup ||[full < +o0 et frn — [ simplement sur D€ alors fo(T) — f(T) pour la

toplogie faible des oprateurs.
b (F(D)" = [(TF,T5) o f(21,22) = [(z1, 7).

3.2 Paires absolument continues

la premire extention du cadre prcdent est apparue ds 1974 avec l'article ” Les A-mesures
sur le tore de deux dimensions et le calcul symbolique de deux contractions permutables”
[14] de B.D. Khanh.

Ces rsultats seront tendus aux cas des N-upls et des ensembles spectraux produits de
compacts par M. Kosiek [17] [16][15][18].

Afin de nous placer dans le contexte favorable le plus large possible, nous adopterons la

dfinition suivante :

Définition 3.1 Soit T une paire de contractions qui commute sur H. on dit que T est
absolument continue si iml existe un homomorphisme d’algbres ® : H*®(DS) — L(H) tel

que :
1. ® prolonge le calcul polynmial.
2. ® est contractante.
3. @ est f*-continue.

Soient U une dilatation unitaire minimale de 7" et 1 une mesure spectrale scalaire associe.
Si p € B, alors T est absolument continue au sens prcdent. Octavio montre dans [21] que
I’on peut construire le calcul en suivant une dmarche analogue celle de Briem, Davie et
(ksendal.

Nous allons maintenant envisager le problme rciproque : peut-on caractriser les mesures
spectrales scalaires conduisant a un calcul H*(D€)?

Biensur, via lexistence d’une dilatation unitaire (Ando) et l'ingalit de Von Neumann, une
paire de contractions possde un calcul fonctionnel ¢ : A — L(H) contractant.

On peut alors dcomposer ¢ de la faon suivante :
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Théoréme 3.3 (Kosiek [17, Th.1,Th.2]) Soit ¢ : A — L(H) un homomorphisme d’algbres
contractant.
Alors

1. il existe une dcomposition de ohi et de H unique

¢ = ¢oD 1D P2 D P3

H = Hy®H ¢ Hx3d Hs

o H; rduit ¢(A) et ¢(A) g, = ¢i(A).

2. Pouri=0,1,2, ¢; possde un systme de mesures spectrales scalaires Imentaires dans

la bande B; ( i.e. il existe une mesure spectrale E; telle que (Ei(-)f,g) € Bi).

3. ¢3 s’tend de faon unique en une reprsentation b3 C(TE) — L(H), elle possde une

unique mesure spectrale et toutes les mesures spectrales scalaires Imentaires sont dans
(A1),
On peut alors faire le lien avec les mesures spectrales de ¢(a1) et ¢(ae) 0 (21, 22) = 2; @ =
1,2.
Pour cel on injecte isomtriquement deux copies de A(D) dans A : on note 0; : A(D)) —

A ) =00, €. Dans ce cas 8;(A(Dy)) est une sous-algbre ferme de A.

Grece ces oprateurs de restriction on peut considrer les deux reprsentations suivantes :
$1=0¢ob=¢dyobi DP1061 D P06 D300,
p1=¢obr=cdoola® P10l ® 2002 300,

Maintenant si p est une mesure complexe sur 7, on peut dfinir de faon naturelle deux
projections mip et mou qui sont des mesures sur 7 ; on a miu(o) = p(o x T) et mop(o) =
(T x 0).

Par la suite on notera V; la bande de mesures engendre par les mesures reprsentant les
points de Dy (i = 1,2).

Lemme 3.2 (Kosiek [17, L.1,2,3])

1. Soit ¢ une reprsentation de A et ¢1,pa ses restrictions A(Ds) et A(De) respective-
ment.
Si 1 est une mesure spectrale Imentaire associe (x,y) € H? alors pouri=1,2 i ()

est une mesure spectrale Imentaire pour ¢; associe (x,y).

2. Siu€ By alors mip e Vi i=1,2.
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3. Sip € By alors wi(u) € V§ et map € Va.

4. Sip € B2 alors m(p) € V1 et mopu € V5.

On a alors le thorme suivant de Wilken (cf gamelin [11] p47) qui montre que si une reprsen-
tation de A(D) a un systme de mesures spectrales lmentaires singulires la bande engendre
par les mesures reprsentant les points de D alors cette reprsentation est singulire : elle a

une mesure spectrale dans (A(D)4)/.

Théoréme 3.4 (Wilken) Si 'V est la bande engendre par les mesures reprsentant les points

de D alors on a :
AMD)Env! = ()

Finalement on peut donner la description suivante :

Théoréme 3.5 (Kosiek 3 [17, Th.2]) Soit ¢ : A — L(H) une reprsentation et ¢1, p2 ses

restrictions A(Doo) et A(Dg). On utilise les notation introduites au dessus. On a alors :

1. Pouri = 1,2, ¢g o 0; est une reprsentation absolument continue (on a un systme de

mesures spectrales Imentaires dans A(D)*’).
2. ¢1 001 est singulire et ¢1 0 O est absolument continue.
3. ¢o o est absolument continue et ¢o 0 0o est singulire.

Traduit en terme d’oprateurs avec 71 = ¢(«q) et To = ¢(ae), on obtient donc une dcompo-

sition de la paire de contractions T = (77, T3) en quatre morceaux rduisants.

Théoréme 3.6 (Kosiek [18]) Soit T = (T1,T2) une paire de contractions sur H. On a
alors une dcomposition de H en sous espaces rduisant simultannment Ty et To : H =
Hy® Hy & Hy ® Hs.

De plus Tj 7, est unitaire avec une mesure spectrale scalaire et Ty, est unitaire.

On en dduit que toute paire de contractions T = (77, T») n’ayant aucun sous-espace rduisant
K, tel que (Tyk, Ty k) soit une paire d’oprateurs unitaires ayant une mesure spectrale
scalaire hors de (3, est absolument continue au sens de notre dfinition. On dira que T est
purement absolument continue.

En particulier Kosiek, Octavio et Ptak [19] ont signal un cas d’extention simple du contexte

de Briem, Davie et Qksendal.

3Version modifie par kosiek ignorant la partie fausse du rsultat annonc dans 'article que nous citons
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Proposition 3.2 ([19]) Si T\ est c.n.u. et Ty est absolument continue, alors la paire

(Th,T3) est purement absolument continue.

D’autre part, pour une contraction il y a quivalence entre I’existence d’un calcul H*°(D) et
le fait que la reprsentation de A(D€) ait une mesure spectrale dans A(D)*,.
Dans le cas de deux contractions les deux lemmes suivants qui sont une consquence du

thorme du minimax permettent de donner une description claire de la situation. (cf Gamelin

[11])

Lemme 3.3 (Forelli) Soit A une algbre uniforme sur un compact X. Pour ¢ € MaxA
(espace mazimal idal), on note My lensemble des mesures reprsentatives de ¢.

Soit E C X un Fy tel que My(E) = 0.

Alors il existe une suite (fn)n € A telle que ||fn]| <1, fo(z) — 0 Va € E et f, —
1 My —pp (i.e. pour toute mesure de My).

Lemme 3.4 ([11]) Mme contexte qu’au lemme prcdent.
Soit K un ensemble f*-compact convere de mesure positive dans X. Si p € (M(X))® alors

il existe E C X, un F, tel que :
1. Hl(X\E) =0
2. K(F)=0
Ces rsultats peuvent alors s’appliquer I'tude des bandes qui nous intressent :

Lemme 3.5 (Khanh [14, L.8]) Soit p une A-mesure positive. Si p € 85 alors p = 0.

Preuve : D’aprs ce qui prede, il existe une suite de fonctions (f,,), € A telle que || f,] < 1,

fn— 0 u—pp, et f, — 1 presque partout par rapport toute mesure de By. On en
dduit que [re fndp — 0, et f, tend ponctuellement vers 1 dans DE. La mesure y tant
une A-mesure, on a donc [r¢ fodp — [ 1dp. D'o p =00

On peut alors faire le lien entre ’absolue continuit telle que nous I’avons dfinie et la nature
des mesures spectrales.

Commenons par rappeler un thorme que l'on trouve par exemple dans [11] :

Théoréme 3.7 (citegamelin) Soit A une algbre uniforme et ¢ € My. Soit p une mesure
compleze representant ¢. Alors il existe une mesure v positive reprsentant ¢ et absolument

continue par rapport [

En particulier si u est dans une bande 5 alors la mesure positive v est aussi dans .
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Proposition 3.3 Soit T une paire de contractions et ® : A — L(H) un calcul sur A
associ.
Alors T est absolument continue si et seulement si ® possde une mesure spectrale scalaire

positive u dans la bande By.

Preuve : On applique ce qui prcde aux mesures spectrales scalaires : pour z,y € H on
note ¢ = x0Oy I'lment de My vrifiant (f|x0y) = [re fdpz,y O pey est la mesure spectrale
scalaire Imentaire associe = ® y. De plus p;, peut tre suppose positive grce au thorme
predent. Si @ est absolument continue alors chaque mesure lmentaire est une A-mesure

(positive) et se trove donc dans la bande Sy d’aprs le lemme de Khanh. O

3.3 Continuit absolue et dilatations minimales.

On montre ici que la dfinition de paire absolument continue donne au dessus est compatible

avec certaines dilatations minimales.

Proposition 3.4 Soit T une paire de contractions absolument continues. Alors T possde
une dilatation isomirique minimale et une extension co-isomirique minimale absolument
continue.

De plus siT' double commute sa dilatation isomtrique et son extension co-isomtrique rqulire

minimale sont absolument continues.

Cette partie est mettre en parallle avec le chapitre 2.2 car nous utilisons une dcomposition
de la dmarche qu’on y utilise pour construire la dilatation isomtrique rgulire minimale.
D’autre part on passe facilement de I’extension co-isomtrique minimale la dilatation isomtrique
minimale en travaillant sur T" ou T™.

Pour un oprateur A € L£(H), on note D4 = (1— A*A)Y/2 oprateur de dfaut et Dy = D4 H.
Le lemme suivant permet de mettre en place une construction tape par tape, et il est

essentiellement contenu dans [5, lemme 3.2] :

Lemme 3.6 Soient T = (T1,Ts) une paire absolument continue de contractions qui com-

mute sur H.

1 0
On note T} lisomtrie partielle qui dilate Ty : T| = Dl agissant sur H®Dr, et on
T

note R(T]) = {A contraction, extension de To, A € L(H ®Dy,) AT{ =T{A}. On a alors :
1. R(T{) # 0
2. Pour Ty € R(T]) on a :
[#] T5 est absolument continue.

La paire (T}, Ty) est absolument continue.
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Si Ty est une isomtrie alors Ty est aussi une isomtrie.

Preuve : La continuit absolue de T se traduit par 'existence d’une reprsentation ® :
H>(T€) — L(H) f*-continue.
Le fait que R(TY]) # 0 provient d'un thorme de relvement du commutant (cf [10]).
On montre tout d’abord que T} est absolument continue. En fait on a H® Dy, = HV M o
M = {Tyx ® Dp,x,x € H}. L’espace Hest invariant pour Tp* et T, QITH =Ty est absolument
continu.
De plus T2’| s €st unitairement quivalent 75 via I'oprateur unitaire U : H — M dfini par
U(z) =Tix ® Dp .
Pour prouver que la paire (77, T4) est absolument continue, on construit son calcul fonction-
nel : toute fonction de H* (D) peut s’crire de faon unique u(z1, 22) = v(22) + z1w(z1, 22)
ov € H®(D) et w e H*®(DE).
On dfinit alors
() = oy + | 1P 0
Dr, ®(w) 0
o ® est le calcul associ la paire absolument continue (71, 7%) et v(7T3) est dfini par le calcul
de Sz.-Nagy Foias pour la contraction absolument continue T3.
Biensur ®'(u) est un oprateur born sur H @ Dr,.
Le fait que ®' est f*-continue est vident par construction car v — v ou © — w dans la
dcomposition prcdente sont des applications f*-continues.
Pour montrer que ®’ est une reprsentation qui prolonge le calcul polynmial il suffit de
montrer que &’ (u) = T{"Ty"™ avec u(z1, z2) = 2]'z5". Sin = 0 ¢’est immdiat par construction.
Sin > 0 alors u(z1, 22) = z1w(z1, 22) et on obtient facilement :
T B A I (L 1)
DT T3 0 Dy, ®(w) 0
Enfin par 'ingalit de von Neumann ®’ est contractante sur les polynmes et cette proprit

s’tend grce la continuit f*. O

On est mintenant en mesure de prouver la proposition 3.4.

Preuve : On part de la paire T* = (Ty,T3). Soit B* = (B}, Ty") o B} est la dilatation
isomtrique minimale de T} et T" est une extension de T 5 qui commute avec B sur ’espace
K.

On note P, la projection de K1+ sur le sous-espace K1+n = Dr;®---®Dry. Soit iy,

n copies
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I'injection canonique de K1+ ., dans K;". Dans ce cas B} est la limite forte de la suite
d’oprateurs

inP,Bji,P, = (0] 5n)

1,n» ~2n

Une utilisation rpte n fois du lemme prcdent montre que la paire (@in, @’2‘7,1) est absolument
continue.

Finalement on dfinit une reprsentation ® : H*(7€) — L(K1) par :
O(f)z = lim f(0],,03,)z € Ky feH(TT)
n, n>N ’

A ce stade ® est bien dfinie car \/ K f = Ki et est videmment f*-continue.
n>1
On en conclut que B} est une paire absolument continue.

On considre alors B = (By,T3) et on ritre le procd que nous venons de derire. On obtient
alors une paire V = (Vl,fg) o Vi est la dilatation isomtrique minimale de la co-isomtrie
Bi. En fait Vj est la dilatation unitaire minimale de 77, et fg est une extension de TQ qui
commute avec V7. La paire V est donc absolument continue.

Le mme procd appliqu au couple (fQ, V1) conduit la dilatation unitaire naturelle (cf chap...)
de (T»,T1) et montre qu’elle est absolument continue.

De plus si T' double-commute, ce procd donne la dilatation unitaire minimale rgulire de T'.
On obtient les dilatations isomtriques minimales par restriction de cette dilatation unitaire

naturelle, ce qui conserve la continuit absolue. O

3.4 La classe A®

Définition 3.2 La classe A®) est constitue des paire absolument continues de contractions

qui possdent un calcul H®(T€) f*-continu isomtrique.

Dans le cas o T € A(Q), I’application pradjointe ¢ devient une isomtrie et permet donc
d’identifier le prdual Q. de H*(T ) et Qr, celui de T.

Oy : HX(TS) — Ar

or Or — 9

Pour x,y € H, on notera z ® y l'oprateur de rang au plus 1 agissant de la faon suivante :
r®@yu = (ulx)y.

L’'image de = ® y dans Q7 = C'(T)/*+ Az sera note [z é) yl.

pour travailler via l'identification ¢r losqu’on a un calcul isomtrique, on notera de plus
x0Ty = ¢p([z é y]). De plus on omettra de noter 7" lorsqu’il n’y a pas d’ambiguit.

Pour tout couple d’oprateurs unitaires U = (Uy, Us) sur K on dispose d’une mesure spectrale

. . . U U
scalaire ;1 et chacune des mesures Imentaires p,, s’crit du,, = = - ydp o x - y est
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la derive de Radon-Nikodym de i, par rapport p. L’application (z,y) — « v y est

sesquilinaire, valeurs dans L (u), et ||« g yll1 < ||z|/|]y]|-De plus si il existe une dcomposition

de 'espace K en sous-espace rduisants pour U, K = K| ® Ky, et U = U; ® U,, on a alors

T v y = Pgx o Px,y + Py, x vz Pg,y. Ceci se dmontre de faon lmentaire grce la dfinition
U

de z - y.

Proposition 3.5 Soit U € A(z), une paire d’oprateurs unitaires sur H. Pour tous vecteurs

U U
v,y € H, on a [z - ylpireymeerey =20y

these.tex

4 Paire de contractions ().

Si Ty et Ty sont deux C g, on sait que la paire T = (T}, T2) est absolument continue. Il existe
® : H*(D®) — Ag f*-continue prolongeant le calcul polynmial. Une question naturelle
apparait alors : ® est-elle Cy, ou, en d’autres termes, ® est-elle continue si on met sur
H®(DF) la topologie f* et sur Ay la topologie de la convergence forte des oprateurs. Apostol
a apport une rponse positive cette question ds 1980. Cependant ce rsultat semble avoir t
oubli dans certains articles rcents. Signalons ce sujet une erreur dans une dmonstration
[20, L.5.1 p. 411]. Il nous semble donc intressant de rappeler ce rsultat dans le cadre des
paires d’oprateurs agissant sur un espace de Hilbert.

D’autre part dans certains cas particuliers nous donnerons des preuves simplifies de cette

proprit du calcul fonctionnel.

4.1 Rsultats gnraux

Ce qui suit tend clarifier quelques notions autour du calcul fonctionnel d’une paire d’oprateurs
sur un espace de Hilbert.

Les rsultats que nous exposons ici proviennent de I'article d’Apostol ”Functional Calculus
and Invariant Subspaces”, et les preuves sont modifies pour prendre en compte que nous
travaillons sur un espace de Hilbert.

Soit H un espace de Hilbert, et T' = (11,72) € L(H) une paire d’oprateurs qui commute.
Pour m = 1,2, on note HX(DV) la sous-algbre de H>®(D€) constitue des polynmes en
la m-ime variable w,, € D. Vu comme un polynme en w,, tout Iment de H®(DV) a ses
coefficient dans H*°(D) via une identification immdiate.

Rappelons qu’une paire d’oprateurs est polynmialement borne si elle est commutative et
cr = sup{|lp(T)||, p polynme ||p|| <1} < +o0. Si T est polynmialement borne (on crira
T € PB) alors on a aussi T* = (T}, Ty) € PB.

Pour tout h € H>(D€) et tout rel 0 < r < 1, on note h, 'lment de A(D€) dfini par
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hr(w) = h(rw). Si T € PB, alors T possde un calcul fonctionnel A(D€) et on pourra
considrer h,(T') € L(H).

On dira que T est fortement-H>°-borne (not 7' € SH*>B) si pour tout h € H*(D€) h,.(T)
admet une limite forte lorsque  — 1. On notera dans ce cas s — 71}3% he(T) = h(T).
L’application ® : h — h(T") est un morphisme f*-continu valeurs dans L(H).

Rappelons que pour un oprateur 7' € L(H) est Cp, si nEI—Poo |T™z|| = 0 pour tout = € H.
Dans ce cas on dfinit aussi de faon similaire un oprateur PB ou SH*®B.

On dfinit alors les oprateurs a.pn, Bkn, Yen € L(H®(D?)),1 < k < 2,n € N* comme suit :

si h € H*®(D?) a un dveloppement en srie de Taylor par rapport sa k-ime variable wy de

“+oo
la forme h(w) = Z h*D (w)wh o kD e H(DN) ne dpendent pas de wy on pose :
=0

TL371 3 l

(ol w) = S 22

n3

hED (W)},

Brah)(w) = > —hFD (W)}

h(w) = () (W) = (Benh) (@)

(’Yk,nh) (w) = W
k

En fait oy ,h esl la moyenne de Cesaro d’ordre n® de h vue en tant que fonction de la
variable wy.

On commence par un lemme pour estimer la norme de ces lments :

Lemme 4.1 Pour toutn € N*, k<n on a :

loknll =1 11Brnll < 55 [emll <2+ 55

Les rsultats suivants suivent ’article d’Apostol et nous donnons les preuves dans le cadre

hilbertien.

Lemme 4.2 Si T}, € Cy, alors s — liIJIrl g(h = apnh)(T) = 0 uniformment par rapport
n—-—+0oo
0 < r < 1 pour tout polynme g et tout h € H*(D?) avec ||h|loo <1 et ||g]loo < 1.

Preuve : Pour x € H on a :

lg(T)(h = anh)r (T2l = llg(T) (Brah)r (Tl + 7" T 9(T) b (Tl < er{llz]l5; +
2+ ) TEll} — 0D

Lemme 4.3 Si T est SH*B, alors s — lin% gr(T) existe pour tout g € H3°(D?).
r—

Preuve : On crit g(T) = ao(Ty)+ - -+ar(T1)TF and g.(T) = (ag)r(T1)+. . .+ (ar ) (Ty)r*TE.
Puisque T1 € SH*B le rsultat devient immdiat. O
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Lemme 4.4 SiTy est SH®B et Ty est Cy, alors T est SH®B.

Preuve : On calcule ||h(T)z — hy(T)z|| = lim |[(a2nh)r(T)x — (a2,h) (T)z|| par le
n

lemme 4.2.

Maintenant o ,h est dans H$°(D?) et le lemme 4.3 peut tre appliqu, ce qui conduit au

rsultat. O
Théoreme 4.1 SiT; € Cy, pour tout 1 < 2, alors T est SH*®B.

Preuve : Au vu du lemme 4.4 on peut se ramener un oprateur T € L(H). Mais on tombe

alors sur un rsultat bien connu. (cf...) O

Le rsultat qui suit joue un rle fondamental dans le developpement de la thorie des algbres
duales, en particulier dans 'utilisation de relations d’annulation dans ’algbre prduale as-

socie.

Théoréme 4.2 Si T; € Cy, pour tout i <2, alors T est Cy, (P est f*-SOT-continue).

Preuve : Au vu du thorme 4.1, T est SH*B et on a donc pour tout x € H et toute suite
{h;};j>1 dans H*®(D?) telle que ||hj|| <1 et hj ELN

hi(T)x = lim (h;),(T)z = lim lim (ag,h;)(T)x

r—1 r—1n—+oo

La dernire galit provient du lemme 4.2 et la limite est uniforme par rapport r et j (en effet,
|hjll <1 Vj). Maintenant as,h; est dans H5(D?). 11 suffit donc d’avoir le rsultat pour
un oprateur. L. encore on tombe sur un rsultat classique en une variable. O

4.2 Cas particulier simplifi.

Soit T' = (T4, T%) une paire de contractions complétement non unitaires qui commutent.
Briem, Davie et Qksendal ([7]) ont montré Iexistence d’un calcul fonctionnel H* pour la
paire T": il existe un homomorphisme ® : f — ®(f) ot f(T1,T), de H* dans L(H) tel

que:

1. P(Ty, P,) a sa signification habituelle pour P polynome.

2. lA(T TN < AN f € H*

3. Si ||full < o0 et f, — f ponctuellement sur D€ alors f,(Th,T2) — f(T41,Ts) pour
la topologie faible de L(H).

28



Proposition 4.1 Soit T = (S, Ty) une paire ot S est un shift unilatéral et Ty une contrac-
tion C.o. Alors &7 est C..

Preuve : Etant donnés une suite (f,), d’éléments de H*, z € H, et N € N, il existe
gn € H™ telle que:
N—

D)z =" al(To)*S* a + gn(S, To)* SNz
k=0

[y

De plus S étant un shift, on a H = \/NEN(KerS*N)
Soit N € N, z € KerS*", on a:

N-1
(D)= al(To)* S
k=0

Si fr, — O alors Yk < N — 1 a} % 0 pour la topologie faible-* de H>®(D).
Ceci associé au fait que T € C.o implique que aj(T)* 2% 0 et donc que || fn(T)*z| — 0.

On a donc montré que
KerS*™N ¢ X = {z € HNVf, 250 f(T)*z — 0}

Or X est un sous espace fermé: en effet, poury € H xz € X ona || f(T)*y|| < sup,, || fnllcolly—
x| + [[f(T)*z||. Bty € X < d(y,X) =0, dou im||f,(T)*y|| < Clly — z|| et X O

Ce résultat peut étre généralisé en utilisant la structure de la dilatation isométrique mini-
male de la paire T lorsque celle-ci existe.

Soient T' une paire de contractions qui douuble-commute et V' = (V1,V3) agissant sur K
sa d.i.m.r. On a la décomposition de Wold: K = Kyy ® Kys ® Ksy ® Kgg ou tous les
espaces cités réduisent V' en une paire d’opérateurs unitaires, une paire unitaire-shift, une
paire shift-unitaire et une paire shift-shift respectivement.

Le théoréme 1 de [24] montre de plus que si T" double- commute et si de plus 77 et T5
sont simultannment Cy, alors K se réduit Kgg et que la d.i.m. est une paire de shifts
S = (51, 52) qui double-commute. On en déduit que I’ on a un calcul fonctionnel @7, défini
par la compression de ®g(f) & H. On est dans le cadre d’application directe des résultats
de [7] car on a une mesure spectrale jointe pour 7" absolument continue par rapport celle

engendrée par la paire S c’est dire dans la bande f,.

Proposition 4.2 Soit T = (T1,T3) une paire de contractions qui double commutent telle

que Ty et Ty soient C,g. Alors il exite un calcul ®p qui est Cg.
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5 Paires de shifts qui double-commutent.

Dans cette partie nous montrons comment la double-commutativit garantit une certaine
indpendance des deux shifts qui ” agissent dans des directions indpendantes” ; ceci se traduit
en un modle fonctionnel simple et de fortes proprits spectrales.

Soit S = (1, 52) une paire de shifts qui commute sur H. On sait (cf partie calcul...) qu’il
existe un calcul fonctionnel ® : H>*(D€) — As o Ag est lalgbre duale engendre par Sy
et So. Cette reprsentation est de plus C,o (cf p. ...refp.C.0.

Lorsque de plus la paire S double-commute, Stocinski [25] a montr qu’elle constitue un

modle au sens suivant :

Théoreme 5.1 Soient Vi et Vo deux isomiries qui commutent sur H. On note L; =
HoV,H i=1,2.

Les quatre propositions suivantes sont alors quivalentes :
(1) Le semi-groupe {V{"V3" }y2 est de type s (au sens de Suciu []).

(2) Vi et Va sont deux shifts qui double-commutent.

(3) Va est un shift et Ly = @ VI*(L1 N La), ou bien Vi est un shift et Ly = @ V5 (L1 N Ly).

n=0 n=0
(4) L'espace L = Ly N Ly est ambulant pour le semi-groupe {V{"Vy"} 2 et H =

P L
(n,m)el\I2

Pour une paire de shifts qui double-commute on a donc £ = KERS] N KERS; # 0 et un

modle pour S est la paire M = (M,,, M,,) de multiplication par les variables indpendantes
sur H%(DS, L).

Proposition 5.1 Soit S = (S1,52) une paire de shifts qui commute et telle que L =
KERS] N KERSS # 0.

Alors on a SPS = D€ et la reprsentation ® est une isomtrie.

Preuve : Le fait que £ # 0 montre que 0 € SP(.S). On considre alors la tranformation de

Mbius M,,(z) = 1Z _7'u pour p € D.
— iz

Pour pu = (u1,p2) € D, la paire S¥ := (S|, Sh?) reste une paire de shifts. De plus

(S#)* = S¥ o w = (1, iz). On en dduit facilement que la paire S* double-commute et que
0 € Sp(SH).

Dans le cas o dim £ = 1 Curto a montr dans [9] que le spectre de la paire de multiplications
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M agissant sur H?(D€S) est D’ tout entier.
D’autre part pour f € H*(D€) on peut crire :

£l = sup |f(MN)] < p(f(S1,52)) < [[f(S1,S2)|l
AeDe

On dduit de cette remarque qu’une paire de shifts qui double-commute admet un calcul

fonctionnel ® isomtrique, i.e. elle appartient la classe A. O

D’autre part, aprs avoir dfini 'indice d’une paire d’oprateurs Fredholm T par l'indice de
T € L(H ® C?) (cf. 4), Curto dans [9, p. 143] a montr la formule suivante dans le cas de

double-commutativit :

Théoréme 5.2 Soit T' = (T1,T>) une paire d’oprateurs qui double-commute sur H.

Alors on a :

i(T) = —dim (KerT1TY N KERTYTY) + dim (KERT}T) N KERTXTY)
+dim (KERT,T? N KERTST) — dim (KERT}T, N KERTS T)

Corollaire 5.1 Soit S = (S51,52) une paire de shifts Fredholm qui double-commute, et
L = dim (KErRT T N KERTLTY).
On a alors i(S) = —dim (KERT1 T} N KERTYTS) = —dim £

Preuve : 1l suffit d’appliquer le thorme prcdant. O

Remarque 1 : KERT1 T} N KERTLTy = KERAZ(T).

Remarque 2 : Pour une paire d’isomtries qui double-commute on a A? = 1 et KERA! =
KERA? = KERT} N KERTY.

Donc une paire de shifts qui double-commute est Fredholm si et seulement si ’espace am-

bulant £ est de dimension finie.

Remarque 3 : dim H? = n signifie dim (IMd2)* = ni.e. dim KERS} = ni.e. dim (KERT} N KERTY) -

n.

Pour finir cette partie, on considre la paire M = (M,,, M,,) de multiplications par z; et 2o

sur I'espace L?(v) o v est une mesure borlienne finie sur 7°€.

Proposition 5.2 (1) B = {z?zé”}(n’m)ezz est une base orthonorme de L?(v) si et seule-
ment si v € M-

(2) Siv e M, alors M = M2,y est une paire de shifts qui double-commute, et dans
ce cas on a M = (M,,, M,,) sur L?(v) qui est unitairement quivalent M = (M,,, M,,) sur

L2(TE).
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6 Algbre duale engendre par une paire d’oprateurs.

6.1 Introduction.

Cette partie se dcompose en deux directions principales.

Dans un premier temps nous exposerons une collection de rsultats essentiellement issus
de l'analyse des proprits spectrales des paires d’oprateurs. Nous rappellerons ces rsul-
tats afin de donner une vision assez dtaille et prcise des perces effectues dans ce domaine.
Cette collection n’est pas exhaustive mais retrace quelques progrs essentiels effectus dans
I'utilisation des spectres dans les algbres duales et dans certaines rductions maintenant
classiques du problme du sous-espace invariant.

Dans un second temps nous dvelopperons un procd d’approximation fond sur la domi-
nance de certains ensembles et la mthode de Scott Brown. Ceci permet entre autres d’obtenir
de nouveaux rsultats sur les sous-espaces invariants et la reflexivit de certaines paires de

contractions.

6.2 Rappels.

Dans cette section nous rappelons quelques notations et dfinitions ncessaires pour noncer
les rsultats qui vont suivre. Il s’agit du contexte gnral classique des algbres duales et des
calculs fonctionnels. On peut consulter [26] et [1] pour une exposition plus complte et dtaille

de ces notions.

Définition 6.1 Soit A C L(H) une algbre duale et 6 € [01].
On appelle Xg(A) U'ensemble des Iments [L] du prdual Q4 pour lesquels il existe deux suites
(x3)i et (y;)i dans la boule unit ferme de H vrifiant simultanment :
(a) limsupl|[ L] — [z; @ yi][| < 0.
1——+00

®)  lim [z @w]| =0, we H.

i——+00

() lim [[wew]| =0, we H.

i——+00

Définition 6.2 Soit A C L(H) une algbre duale, 6 € [01] et v > 6.
On dit que A possde la proprit Xo1 si Xp D (Qa)y (boule ferme du prdual, centre en 0, de

rayon ).

Cette proprit garantit une trs grande flexibilit dans les approximations et implique en
particulier que 'algbre A est reflexive (ce qui garantit un treillis des sous-espaces invariants

riche).
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Maintenant soit G un domaine born de C2. Tout sous-espace B(G) de H*(G) qui
est f*-ferm possde un prdual B,(G) identifiable L!(G)/*B(G). On considre les valuations
ponctuelles {Ex, A € G} C B.(G) :

&: B(G) — C

f— (e =1,
Soit ® : B(G) — L(H) une reprsentation ; pour x,y € H on dfinit des formes linaires sur
B(G) par :
zdy : B(G) — C

fo— (fz0y) = (2(f)zly).
Définition 6.3 Soit & comme au-dessus et 6 € [01].
On appelle Xy(P) l'ensemble des Iments [L] du prdual B.(G) pour lesquels il existe deux
suites (x;); et (y;); dans la boule unit ferme de H wvrifiant simultanment :
(@) Timsup||[ T] — z:0p] < 0.
i—+00

(") lim |;0w| =0, we H.

i——+00

() lim |jwOz| =0, we H.

1——+00
Comme dans le cas predent on a :

Définition 6.4 Soit & comme ci-dessus, 6 € [01] et v > 6.
On dit que ® possde la proprit Xg, si Xg(P) D (B«(G)), (boule ferme du prdual, centre en
0, de rayon 7).

Remarque :Vz,y € H, z0y € B,(G) quivaut la continuit de ® lorsque ’on munit B(G) de
la topologie faible* et L(H) de la topologie faible des oprateurs.

6.3 Rsultats lis des proprits spectrales.

Les rsultats qui suivent sont classs par ordre chronologique de leur parution. Cette liste, bien
que non exhaustive, a pour but de citer les questions classiques et de fournir un ensemble
assez large de rfrences bibliographiques. Les thormes et propositions sont rcrits dans le
cadre de I'tude des paires d’oprateurs bien que plusieurs rsultats soient initialement tablis
dans le contexte gnral des N-upls. Cependant le cas N = 2 met bien en vidence les nouvelles

caractristiques spectrales ainsi que les outils dvelopps pour les exploiter.

Théoréme 6.1 (Kosiek, Octavio, Ptak [19, Th.3.1 p.3]) Soit T = (1T1,T>) une paire de
contractions sur H qui commute. Supposons que 11 € Cy, et Ty est absolument continue.

Si 01.(T) N DE est dominant pour H>® (D), alors lalgbre duale A a la proprit Xo .
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Pour le thorme suivant on rappelle la notion d’extention co-isomtrique diagonale d’une paire
de contractions qui commute 7' = (11, T»).

On dit que la paire T possde une extention co-isomtrique diagonale si il existe une extention
co-isomtrique B = (By,Bs) de T ou de (T) = (Tb,T1) sur K telle que relativement la
dcomposition de Wold de By = S} @ Ry et K = S1 @ Ry (o S} est 'adjoint d’un shift
unilatral et R; est unitaire), on puisse crire Bs = As @ A, o Ag € L(S1) et A, € L(S2).

Théoréme 6.2 (Kosiek, Octavio, Ptak [19, Th.4.2 p.7]) Soit T = (T1,1T2) € L(H) une
paire absolument continue de contractions qui commute. Supposons de plus que T possde
une extention co-isomirigque diagonale.

Dans ce cas si 01.(T) N DS est dominant pour H* (D), alors l'algbre Ar possde la proprit
X071.

Le rsultat qui suit est le premier utiliser la partie "mdiane” du spectre, dont "apparition
est caractristique du passage d’un seul deux, voire N oprateurs.
Ici G est un domaine born de C? et B(G) est un sous-espace f*-ferm de H*(G) qui possde

la proprit de Gleason : pour A = (A1, A\2) € G,

{

J

(Nj —2j)9j, 91,92 € B(G)} ={f € B(G), f(A) =0}

2
=1

Théoréme 6.3 (Albrecht, Chevreau [1, Th.2.1 p.6]) On considre B(G) comme au dessus.
On suppose qu’il existe une reprsentation continue ® : B(G) — L(H) telle que ||®]| = 1.
On suppose de plus que @ est Cyg.

Si 0.(T) NG est dominant pour B(G), o T = (®(m), ®(m2)), alors ® a la proprit Xy,
(i : (z1,22) — 2zi, 1=1,2).

Proposition 6.1 (Albrecht, Chevreau [1, Cor.3.3 et Cor.3.4 p.11]) On considre une reprsen-
tation ® : B(G) — L(H) continue.

1. Si ® est Cyp et (0 Uore) NG est dominant pour B(G) alors ® a la proprit Xg .
2. St ® est Cy, et 0. NG est dominant pour B(G) alors ® a la proprit Xy ;.

3. 8i @ est C.o et ore NG est dominant pour B(G) alors ® a la proprit Xy .

Le rsultat qui suit est une rduction pour le problme du sous espace invariant.

Proposition 6.2 (Albrecht, Ptak [2, Cor.2.4 p.4]) Soit T = (T1,Ts) une paire d’oprateurs
qui double-commute dans L(H).
Si SP(T)\oe(T) # alors T1 ou Ty a un sous-espace hyperinvariant.

De mme si T ou Ty possde une partie unitaire alors LATT est non trivial.
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Théoréme 6.4 (Albrecht, Ptak [2, Th.2 p.2]) Soit T = (T1,T>) une paire de contractions
compltement non unitaires qui double-commute dans L(H). Si o.(T) N D€ est dominant

pour H*®(D€) alors T a la proprit X .

Ceci combin avec les rductions au dessus permet d’tablir :

Proposition 6.3 (Albrecht, Ptak [2, Th.1 p.1]) Soit T = (T1,T>) une paire de contractions
qui double-commute dans L(H). Si o(T)NDE est dominant pour H*® (D) alors LATT est

non trivial.

Proposition 6.4 (Albrecht, Ptak [2, Prop.5.3 Rq.5.4]) Soit T = (T1,T>) une paire de
contractions qui double-commute presque dans L(H) (i.e. T{Ty et ToTy ne diffrent que
d’un oprateur compact).

Si on est dans une des situations suivantes :
1. ome(T) est dominant pour H>® (D) ou
2. Ty est Cy, et Ty est C,o et 0.(T) est dominant pour H®(D€) ou
3. Th ou Ty est Cy, et (01e Uome) est dominant pour H*(DE) ou
4. Ty ou Ty est C,g et (0re Uopme) est dominant pour H>® (D) ou

5. T admet une extention co-isomtrique diagonale et (01 U opme) est dominant pour

H> (D)
alors T a la proprit Xo 1.

Théoréme 6.5 (Kosiek, Ptak [20, 797]) Soit T = (T1,T5) une paire de contractions com-
pltement non unitaires.
Si o(T) NDE est dominant pour H>®(D€), et Ty et Ty sont simultannment Cy, alors Ar a

la proprit Xo 1.

Enfin nous finissons cette partie en citant quelques problmes classiques lis aux notions
voques plus haut.

Le premier est ’analogue d’un rsultat bien connu d’Apostol.

Problme 6.1 Une paire de contractions c.n.u. qui commute, telle que o(T) D T€ et qui

possde un calcul H*®(D€) non isomtrique a-t-elle un sous-espace invariant non trivial ?
Problme 6.2 Une paire telle que o, # o a-t-elle un sous-espace invariant non trivial ¢

Problme 6.3 Que dire de LAT(T) sio(T) D T€ ?
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6.4 Gnralits.

Soit T = (T11,T>) une paire de contractions sur H qui commute et B = (B, B2) une
extention co-isomtrique minimale agissant sur K O H. On suppose qu’il existe un sous-
espace M rduisant pour B. On note Py la projection orthogonale de K sur H et Py, la
projection orthogonale de K sur M.

On suppose de plus que T € AP (H). On note alors ®7 le calcul H®(T€) associ et ¢r

sont application pradjointe :
Op : H™®(TS) — Ap C L(H)

¢r :  Qr  — Qoo =LUTE)/Hy(T*)

pour x,y € H on note x % y la forme linaire (qui est dans Q. car @7 est f*-continue)

agissant de la faon suivante :

(fle By) = @r(faly) fe H(TE).

La paire B = (Bj, Bg) est aussi absolument continue et la proposition qui suit permet de

travailler relativement l’e.c.i.m. et au prdual associ.

Proposition 6.5 Supposons que T € A(z)(H) et que B est une e.c.i.m. sur K ;

Dans ce cas on a :
1. Be AP(K).
B T ) B
2. Ve,ynH x Oy =x0y. Dans la suite on notera xOy =z O y.
3. Pour toutx € H et w,z € K on a :
xOz = xz0OPyz

wdz - PMwDPMZ.

4. Soit (xn)n € aN telle que |zn,Oy|| — 0 Vy € H alors on a :
|zn0z|| — 0 VzeK
|Pyzn,0z|| — 0 Vze K.
Preuve : (1...4) sont classiques cf. [8] O
On met maintenant en vidence des relations d’entelacement essentielles pour utiliser la

dcomposition de ’espace K.
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Proposition 6.6 Soit T une contraction absolument continue et B une e.c.i.m. ayant
un sous-espace rduisant M. On crit K = M @& M* et relativement cette dcomposition
B =By & By

Soient z € H et h € H*®(T®). On a alors :

W(T)a = h(B)x = h(Bar)Pya & h(Byy. )Py
et on en dduit donc que :
h(BM)P]Mx - PMh(T).Z‘

€L

W(By)Ps & = Pyuh(T)x

Il ressort de plus de ces relations que P,, H est invariant pour la paire Bj;.
Les notions que nous rappelons maintenant ont t introduite par Chevreau et Pearcy.
Soient M un sous-espace f*-ferm de L(H) et 0 < § < 1 ; alors £j(M) est I'ensemble de tous

les Iments [L] de Qs pour lesquels il existe deux suites (xy,), et (yn)n dans (H); vrifiant :
(a) limsup, |[L] - [zn @ yall] <0
o) |rpn®z]]| — 0 Vz€ H
(@) yn—0
Lensemble £j(M) est obtenu en remplaant les conditions (b7) et (c") respectivement par :
®) lz@ualll — 0 Vze H
(cl) xp,—0
Remarque :Les conditions (") et (c!) sont en fait superflues ici.

Dans le cas o on tudie une paire de contractions 7" qui possde un calcul fonctionnel & :
H>(T€) — Ar, on peut pour 0 < # < 1 dfinir les ensembles ég (T') et son analogue
E;(T) ; par exemple £(T) est Pensemble des Iments [f] du prdual de H®(T€) identifi
LY(TE)/HX®(TE) pour lesquels il existe deux suites (z,,)n et (yn)n dans (H); vrifiant les

proprits suivantes :
(@) Timsup[|[f] = znOyn| <0
n

(b") |lzpDz|| — 0 Vz € H

On peut observer que puisque ¢ est contractante, la condition (bA”) est vrifie ds que
|[zn0z2]|| — 0, z € H.
Pour 0 < 6 < v < 1, on dit que le sous-espace f*-ferm M possde la proprit Egﬁ si 'enveloppe
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quilibre ferme de I'ensemble £; contient la boule unit ferme de Q¢ centre en 0 et de rayon
7. On crira ecef(Ey(M)) D (Qm)~-

Pour I'algbre A7 engendre par une paire d’oprateurs on notera ecef(E;(T)) O (Qr) et
on omettra 71" losqu’il n’y a pas d’ambigut. De mme on dfinit la proprit Elgﬁ(./\/l) lorsque
ecef(€)) > (Qu)s.

Lorsque de plus on a un calcul fonctionnel H*(7°€), on introduit les proprits Ej(T') et
EL(T) ; par exemple la premire est vrifie si ecef(E5(T)) D (Qoo)-

Dans le cas d’un calcul isomtrique les notions cites au-dessus coincident.

6.5 Prliminaires fonctionnels.

On commence par dfinir quelques sous-espaces de L?(7T€) qui sont essentiels dans la de-
scription de la paire B via des modles fonctionnels.
Pour tout borlien o de T, on notera H2L?(T x o) I'ensemble des Iments f € L?(T€) tels

que :
(1) le, f(wl,.) € L2(o')

et (2) Yws, f(,w2)€ HXT).
On dfinit de faon symtrique L2H?(o x T), ensemble des Iments de L?(7<) qui sont dans
L?(o) lorsqu’on fixe la seconde variable wo et dans H?(T) lorsqu’on fixe ws.
On dfinit de faon similaire les ensembles H~ L2 (T x o) et L2H (0 x T) en remplaant au-
dessus H?(T) par ;e (T) (fermeture dans L?(7) des polynmes anti-analytiques).
On notera H?(T€) la fermeture dans L?(7€) des polynmes.

Dans la suite nous aurons besoin de factoriser des fonctions de L!(v) o v est une mesure
sur 7€ appartenant la bande By 4 et nous donnerons des rsultats gnraux dans ce cadre.
Cependant dans le cas o v = myg|7x, OU v = my|,x7 de telles factorisations peuvent souvent
s’obtenir sans nouvel outil en analysant les factorisations obtenues lorsque 1’on fixe une des
variables.

Rappelons tout d’abord quelques rsultats et outils de factorisations dj connus.

Dans le cas o v = mq, Bercovici et Westwood ont montr les thormes suivants pour le

polydisque 7 muni de la tribu des borliens et la mesure de Lebesgue my, :

Théoréme 6.6 (Bercovici, Westwood [6]) Soient h € LI(T”,IIH) et € >0 ; il existe f,g €
H(T1) tels que || ], llgll2 < 111 et [Ih = fg]| < e.
Si f >0 on peut choisir f = g.

Théoréme 6.7 (Bercovici, Westwood [6]) Soient h € Ll(’T||,1I||) et € > 0 ; il existe f €
(Tl et g € LA(TV) tels que || £ll2. llgll2 < (1 + €)[|Rl/? et h = fg.

4Les bandes de mesures sont dfinies p. ?7?
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Les preuves donnes dans cet article sont extrmement constructives et permettent une grande
souplesse d’utilisation. Elles sont essentiellement fondes sur un procd d’approximation
successives et la localisation.

C’est le rsultat suivant qui permet de localiser certaines fonctions sur un borlien et reste

une cl essentielle dans ce type de processus.

Théoréme 6.8 (Rudin [23, Th. 3.5.3]) Soient w C T un ouvert et n €]0,1[.
Il existe u € H®(T) tel que :

lul =1 mg — pp sur w
lu| =n mo —pp sur TS\w

Le premier essai dans le sens d’une gnralisation de tels rsultats est apparu dans l’article de
Bercovici et Li ”Isometric Functional Calculus on the Bidisk and Invariant Subspace” ([5])
en 1992.

Dans cet article on considre une mesure v € (3. Dans ce cas on a un isomorphisme
isomtrique 0 : H®(T€) — P> (v).

Bercovici et Li dmontrent dans ce cadre 1 deux rsultats :

Proposition 6.7 (Bercovici, Li [5, Lemme 4.1]) Soient w C T€ un ouvert et u € H>®(T€)

tel qu’il existe g continue sur w vrifiant u|,(¢) = g(¢) ma — pp sur w. On a alors Ou(() =

9(¢) v —pp surw.

Le deuxime rsultat est mettre en parallle avec le thorme 6.8.

Proposition 6.8 (Bercovici, Li [5]) Pour tout borlien w C T€ tel que v(w) # 0 et € > 0,
il existe u € P (v) tel que ||ulloc =1 et v{C € TE, |IN(Q)] — Xw(Q)| > €} <e.

Il faut voir ce rsultat comme une extention du thorme 6.8 car ici w est un borlien quelconque.
Malheureusement la proposition 6.8 de Becovici et Li ne permet pas 1’heure actuelle de
localiser correctement certains vecteurs. En effet dans cette proposition on peut avoir
v{C e TE, |INC)| — Xu(C)| > €} # 1 et certains vecteurs peuvent alors tre concentrs sur ce
borlien non ngligeable.

De plus ce qui suit montre que le cas du polydisque, mme avec la mesure de Lebesgue mo,
est singulirement diffrent de celui de 7.

Commenons d’abord par rappeler une remarque importante sur les traces au bord des
modules des lments de H>(DF€).

Soit f € H®(DE), et f* € H>®(T€), f*(z1,22) = 71"13% f(rzi,722). Pour w € T€, et

Y e L>(TF)

39



on note :

Yy : T — C
A — Y(w)

On dfinit la fonction Gy, partout sur 7€ par :

Gy(w) = [[Pwl|oo

On a alors le rsultat suivant :

Proposition 6.9 (Rudin [?, Th. 3.5.2]) Si f € H*(D), alors G- est semi-continue
infrieurement (sci).
Preuve : Grce au principe du maximum, on a
Gy-(w) = sup {1 £ (r2)| } = sup sup [7(rzw)
zeT U r—l z€T rel0,1]

Or pour tout r €]0, 1], application w — sup,c+ |f(rzw)| est continue, d’o le rsultat. O

Afin de montrer exactement les limites des rsultats du mme type que le thorme 5.8 ou la
proposition 5.8, nous allons appliquer ce qui prcde deux exemples significatifs.
Exemple 1 : Soit A € T un ouvert dense et circulaire (V|z] =1, w € A~ zw € A) tel
que mo(A) < 1.
On pose B = T\ A ; on a donc ma(B) # 0 et B est d’intrieur vide.
On dfinit alors ¢ sur 7< par :

1 sinA

¥(Q) =
2 si(nB

Dans ce cas il est facile de voir que {w/ sup |¢(zw) > 1,5} = B. Donc Gy, n’est pas sci et

|z|=1

il n’existe pas f € H®(Tt?) telle que |f| = mo — pp.
Exemple 2 : Mme en relaxant les hypothses dans l'esprit de la proprit (R'), on construit le
contre exemple suivant : soient A et B comme dans I’exemple 1.

Supposons qu'il existe f € H*(T€) tel que :
1l = XB| <€ ma—pp

On aurait alors |f| > 1 —€ mg —pp sur B et |f| < € mga — pp sur A. On en dduit que

{w/ sup |f(zw)| > 1 —€} = B, ce qui est impossible.
|z|=1
Les rsultats qui suivent donnent une extention exacte du thorme 6.8 qui ne permet pas de

localiser tous les vecteurs mais suffit pour raliser certaines factorisation fonctionnelles dans
L'(v).

Nous formulons le rsultat sous des hypothses plus gnrales quant la nature de la mesure v.
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Définition 6.5 On dit qu’une mesure finie sur TS muni de la tribu des borliens a la proprit
(R) si pour tout ensemble € =T x {ae,Be} U{Qoo, Boc} X T 0, Bi €T ) =00,€, on a
v(€) =0.

Le rsultat suivant est du Bercovici et Li.

Lemme 6.1 (Bercovici, Li [5]) Soit v une mesure finie sur T< ayant la proprit (R).
Quelque soit le rectangle ouvert R =|aq, B1[x]ag, B2[C TE tel que v(R) # 0 et quelque soit
€ >0, il existe u € P®(v) tel que :

(1) ullo =1
(i1) [[u(Q) = Xr(Q) <e vpp
On peut alors tendre ce rsultat aux ouverts de 7€ et prouver la proposition :

Proposition 6.10 Soit v une mesure finie sur T ayant la proprit (R). Pour tout ouvert

w C TE et tout € > 0 fixs, il existe u € P>®(v) tel que ||ul]|lco =1 et

[u(O)] = Xu(Q) <€ vpp.

Preuve : Pour une mesure v ayant la proprit (R) et un ouvert w C T, on peut crire

w = U R; Uwy o (Ry) ;cN est une suite de rectangles ouverts et wp est un ensemble v-
ieN
ngligeable.

Soit (€, )n une suite dcroissante de rels positifs tels que Z €n < €.
N

n
On pose, pour tout n € N, A,, = U R;.

i=0
(1) Pour n =0, Ag = Ry et le lemme prcdent permet de construire ug € P (v) tel que :

(1) [luolloo =1

(i0) luo(Q)| = Xro(O)] < €0 vpp

n

1—20,
(2) Supposons que 'on sache construire pour n donn un lment w,, € P> (v) tel que :

Soit alors (d, ), une suite de rels positifs tels que < €pt1-

|tnlloo =1

||un(C)’ - XAn(C)| < 0p < €nt1 < €p VDD

On considre alors A1 = A, U Ry41 ;5 gree au lemme predent, on sait qu’il existe v, €
P>(v) tel que :

[ont1floo =1

lon1 (O = XR, 1, ()] < 0n vpp
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On construit alors :
Up, + Upt1

Upt] = —
m lun + vns]

On a ||un| — |vnt1]] < |un + vnt1| < |un| + [vnt1], ce qui permet d’valuer :
(& Anp1 - 0 < |un(C) + vns1(Q)] < 20n
CeN,  1=2\, <|up(Q)+vn+1(Q)| < 1+,
CE€ERpr1 = 1-20; <|up(Q)+vnt1(Q)] < 1426,

On en dduit que 1 — 20, < ||up + Vpt1lloo < 1+ 0y et :

[tunt1lle =1

26,
[t 41(O)] = Xanis ()] < =2 < bns1
1-25,
On peut alors crire :
i1 — up| = _Un T Un1
" " lun + vnitloo "
1 |Un+1|
< lu 1-— ‘
I loe | = s ol ¥ Totm + ol
5n |Un+1|

<
- 1—|—5n+1—25n

Soit ¢ € w : il existe N € N tel que Vn > N, ( € A,,, et

“ 140, 1-26,

‘un—I—l (C) - un(C)

< €n+t1

Si ¢ €w,alors Vn € N, ( € A, et on a encore |up41(¢) — un(C)| < €nyi-
La suite (up), est borne car ||u,|| =1 n € N par construction et elle est simplement de

Cauchy dans P> (v). Il existe donc u € P>(v) tel que u, — u simplement. On a de plus :
lufloo =1

[u(O)] = Xu () <€ vpp
m

En particulier toute mesure de la bande S, possde la proprit (R) (cf. [7]).
Gce la la proposition 6.10 on peut donner une gnralisation des thormes 6.6 et 6.7 de

Bercovici et Westwood cits avant et leur preuve reste formellement inchange (cf [6]).

Proposition 6.11 Soit v une mesure finie sur T< ayant la proprit (R).
Soienth € L*(v) ete > 0 ; il existe f,g € H*(v) tels que || f|2, ||lg]l2 < HhHi/2 et [|h—fg| < e.

St f >0 on peut choisir f = g.
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Proposition 6.12 Soit v une mesure finie sur T< ayant la proprit (R).

Soient h € LY(v) et € > 0 ; il eviste f € H*(v) et g € L*(v) tels que ||f|l2, |lgll2 <
1/2

(1+ ) Ihly* et h = fg.

La proposition suivante est I’analogue du corollaire 6 [6].

Proposition 6.13 Soit v une mesure finie sur T< ayant la proprit (R).
Soit (hy)n C LY (v), alors il existe f € H*(v) et (gn)n C L2(v) tels que hp = fgn, n > 0.

Il est noter que ces dernires propositions peuvent tre tablies avec des preuves diffrentes
lorsque on affaiblit les hypothses sur la mesure v. L’intert de la condition (R) est qu’elle
permet de conserver les preuves de Bercovici et Weswood.

Nous donnons maintenant les rsultats lorsque la mesure vrifie la condition faible (R') suiv-
ante :

On dit qu'une mesure v sur 7< muni de sa tribu des borliens la proprit (R’) si pour
tout ouvert w C T€ tel que v(w) # 0 et € > 0, il existe u € P®(v) tel que ||ullcc = 1 et
¢ e TE, INO)] = XulQ)] > €} <.

Théoréme 6.9 Soit v une mesure sur T ayant la proprit (R'). Etant donns h € L'(v)
et € >0, il existe f,g € H?(v) tels que :

1. [[h = fgll <e

1/2
2. Ifll2» llgllz < 12]1172

De plus si h(¢) >0 v pp, on peut choisir f = g.

Preuve : On choisit d’abord des scalaires aq,...,a, et des borliens disjoints w1, ..., wy

tels que :
n n
1= vl < ¢/2 et Y Jayluew) < [kl
1 1

Soit n €]0,1[; d’aprs ’hypothse, il existe ui,...,u, € H®(v) tels que : ||uiljc < 1 et
v{Ce T, MO = xw (O >n} <n.

n n
On choisit alors §; tel que 52 = a; et on pose f = Zﬁluz et g = ZBZUZ

1 1

Il ne reste plus qu’ montrer que f et g ainsi construites conviennent :

n n
Ih=falln < 1= aixw i+ 1 aixw, — fal
1 1

n
< €/24 Y laillxw — [wil?ll + > 188, w1
1 i#]
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Mais on a [[xw, — [wl®ll1 < [Ixw, — [uilllillxw, + luilllso et [Ixw, + |uilllo < 2. On note
E_={CeT, X (C) = IM(O] <n} et Ex =T\E-, ce qui permet d’crire :

s = il = [ s = v
T

= [ D= il + [ = il
E_ ol

< 0 O = i)l (B2

< 3.

Dot [[xw, — [uil*lx < 61.

On estime ensuite pour i # j :
il < [ luil = Xeo, 5] = Xeoy ldv + | (Juixe,; | + [0 Xew,; ) dv.
T T

Mais on a @ [ ||ual = X |[155] = Xy ldv < [luil = Xlloo S [[t5] = Xw; |d < 6n. On a aussi

en utilisant encore la dcomposition 7 =& UE_ :

| Xw; |dv = [[wi] = Xew; [ X, dv < 3.
7. J 7. J

De méme on a [ [Ujxw,|dv < 3n, d'olt ||u;wj]]1 < 127. Finalement pour 7 assez petit on a
1h— fall <e.

De plus on a :
2 2
dv = / ;| “dy
AL 1>
2 a
o w;|“dv + 5 / w5 | dv.
Sleil [ luifde+ 30135 [ fuis

i#]

IN

Mais on a [ |u;|*dv = [ (|ui|® = Xuw,)dv + [7 Xw,dv < 604 v(w;). Avee [ |uiw;|dy < 12,

on obtient finalement :

[r Py <673 laal + 3 Jalv(wi) + 120 S 18,55
1 1 i#]

Ceci donne pour 7 assez petit || f|l2 < HhH}/Z; la majoration de ||g||2 est similaire. O

On a maintenant besoin d’un lemme technique qui permet de mettre en place un procd
itratif qui conduira la factorisation finale. La forme trs prcise des facteurs ne nous servira
pas pour achever cette partie mais sera ncessaire dans une partie ultrieure pour tudier des

paires d’oprateurs unitaires.
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Lemme 6.2 Soient f', f" € H*(v), ¢7,¢9" € L>(v) j=1,...,N et e > 0. Alors il eriste
u € H*®(v) telle que pour tout couple (n,m) € N il existe g}, ., € L*(v) j=1,...,N tels

que :
LI(f'g7 + f"g") = (f' + ot ofuf")gh iy <€ j=1,...,N
2 uf"ll2 < 2[1f"ll2 + €

3 Fmllz < gl + 1972 5 =1,....N.

1
Preuve : Soit 7 €]0, 5[ ; on considre le borlien w = {¢ € T, [{"(¢)] > {’(¢)|} et on dfinit
H sur T par:

2—n surw
H(¢) =
n sur 7T \w.

Grce P'hypothse (R’) on peut construire u € H>®(v) tel que |uljc < 2 —n et v{¢ €

T, IR =HO > 0} <.

Onnote E_ ={C e T, [|NC)| —H({)| <n} et Ex =T\E- comme predemment.
On pose alors f = f' + afab'uf"” € H*(v)® et on dfinit ¢/ j=1,...,N par :

‘ /15 " _1j
o = -t w20 nE

¢ =0 ailleurs.

(1)Si¢ewnE_:

On a dans ce cas ||u(¢)| — (2 —=n)| <npdonc 2 —n— |[u(Q)| <net|ul)—1>1-2n.
On en dduit que | f/(C) +uf"(C)| = [f"(O[u()] = [ (O = [/ (Ol(lu(O)] = 1) = [f(OI(1 -
2n).

(2) Si¢e (T\w)NE :

On a alors |u(¢)] —n < n et donc |u(¢)] < 2n et 1 —|u({)] > 1 —2n. On a donc
1F1(Q) +uf (O = [F(O] = (OIS (O = [ (O = [u()]) =[£I — 2n).

Finalement on a obtenu :

| = (2 —mn) max{|f'|,[f"]} sur E_.
On en dduit que :

' 9 _ g/ i 4 £ g ' )
i) = S L0 < g s g 2 0}

5Pour toute mesure on a H*® H? C H?
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et I'ingalit est trivialement vrifie si f = 0 ou sur Fy car g = 0 dans ce cas.

On adonc ¢/ € L*(v) j=1,...,N et [lg/[l2 < [lg"]|2 + [lg" 2.

De plus on a : [Juf”||2 < ||ullcollf”Il < (2—=n)||f”|| On en dduit donc pour 5 assez petit que
1f = fll2 < 20"z + e

On pose g}, = aT"aG" g et fom = afafuf".

Reste montrer que I'on ralise bien une factorisation approche :
| frinnm = (£'5 + £ = [ 17’67 + g av.
+

En effet Uingalit | f| > max{|f’|,|f”|} implique que lorsque f est nul f’ et f” le sont aussi
et la factorisation est trivialement vrifie. On a donc || fg — (f'¢” + f"¢")l1 < | f'g”7 +
f'g" hw(Ey) <nllf'g7 + 9" |l < € pour 1 assez petit. O

On est maintenant en mesure d’noncer le thorme et le corollaire suivants, dont les preuves

sont formellement identiques celles donnes par Bercovici et Westwood dans [6].

Théoréme 6.10 Soit v une mesure finie sur T€ ayant la proprit (R').
Soient h € L*(v) et e > 0.
Il existe f € H*(v) et g € L?(v) tels que :

1/2
L | fll2sllglla < (1 + )R]l
2. h=fg.

Théoréme 6.11 Soit v une mesure finie sur T€ ayant la proprit (R').
Soit (hn)n>0 une suite d’lments de L'(v);

Il existe f € H%(v) et une suite (gn)n>0 € L*(v) tels que hy, = fgn n > 0.
On donne ici un corollaire du lemme 6.2. Cette forme plus nous sera utile par la suite :

Proposition 6.14 Soit v une mesure finie sur T< ayant la proprit (R').
Soient 0 <n<1/2,n,meN , {lj}j-vzl erL!, f,{gj}é»vzl cL?;
Il existe u € H*(v) {c{bm};\f:l € L*(v) telles que

17+ fg” = (f + afagu).cl pll < G=1,....N

avec le controle des normes suivant :

() (101 + 11971,)

L+ )0 sif=0

N
- 1/2
@-n > ey

=1
lafagull, < ’

N
Qo) sif=0
=1

Ihmlly, <
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Preuve : On peut crire grce au thorme 5.6 7 ="' j =1,...,N avec I’ € H*(v) et

1" € L?(v) et il suffit alors d’appliquer le lemme 6.2.
l/

On peut de plus remarquer que si f = 0, on peut poser u = Tr il vient alors ||ull2 <
N .
; ~ (1+n)l
SN2 et = nm)l/ =
j=1 oy

VERSION MULTT 777

Proposition 6.15 Soit v une mesure finie sur T< ayant la proprit (R').
On note MV = (MY,

a1

H2(T€). Alors M" € Af&o.

Mp,) la paire de multiplications par les variables wy et wo sur [’espace

Preuve: ... O

Dans la suite on notera M, € L£(L?(T€)) 'oprateur de multiplication par la variable w;.
On notera M, la compression de My, HQLQ(TG) et M}, la compression de My, L*H (T€).

6.5.1 Cas des e.c.i.m. de type Wold pures.
Dans cette partie on considre une paire T = (77,73) de contractions sur H et B une
extention co-isomtrique sur K.

Définition 6.6 On dit que B est de type Wold si B admet une dcomposition de type Wold.
On dit que B est de plus pure si il n’y a pas de sous-espace de K, rduisant B en une paire

d’oprateurs unitaires.

Dans le cas dcrit par la dfinition on crira avec les notation introduites au chap ... :

K = Kyy® Kys ® Ksy ® Kss

B = (U,Uy)® (W, V5 @ (Vi', W) @ (ST, S5).
On note E = {UU,US,SU,SS} et pour tout e € E on dsigne par P, la projection or-
thogonale de K sur l’espace correspondant K.. De plus on dsignera par Py la projection
orthogonale de K sur H.
Une paire de contractions de type Wold pure est automatiquement absolument continue (cf

Th. 3.6). On note alors @7 le calcul H*(T ) associ et ¢ sont application pradjointe :
Op ¢ H®(TS) — Ar C L(H)

or Qr  — Poo=LYT®)/Hy(TF)
Proposition 6.16 Soit (), € HN telle que |lznOyl| — 0 Yy € H alors on a :

|znOz| — 0 VzeK

|Pyan0z| — 0 Vze K.
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6.5.2 Analyse de la paire Bgy.

La paire Bgy = (V*, Wa) agit sur 'espace Kg, C K.
On note X5 le support borlien de Wy et £ = KERV}".

Lemme 6.3 Il existe un sous-espace M de Kgy qui est rduisant pour Bgy et tel que Bgyam

soit unitairement quivalent la paire (M), M,,) sur ﬁQLQ(T X +¢).

a1

Preuve : On a Ky = @ VI"L.
n>0
De plus £ € LATREDW, car W5 et V7 double-commutent.

Soit Ay, 'algbre duale auto-adjointe engendre par Wy. Pour x € £ on note Ry = Aw,x C
L. Dans ce cas Wy g, est unitairement quivalent M, ; notons I' : Ry — L%(%9)
Ioprateur unitaire ralisant cette quivalence.

On a alors un oprateur unitaire :
@ . M = ®n20 V{LRQ — FzLQ(T X \:l:e)

E:‘Gﬁxlm — §:7ﬁﬁIK$1m)

n>0 n>0

De plus A := Vl*(z Vitey ) = Z V'@ g1 et

n>0 n>0

0(4) = > #A'T(z1n11)

n>0

= M, (D> z@"T(x1n))

n>0
= M, 00> Vi'zin)

n>0

D’o OV* = M/, © ; de mme on a OW3 = M,,0. O

Les rsultats suivants mettent en vidence la factorisation des lments de L!(7T x £¢) ainsi
que certaines proprits d’annulation dans le prdual de H*>(T€).
Dans la suite on notera Ky = FQLZ(T X t¢).

Lemme 6.4 Soient f € Ko et uym = a1"ay' f, n,m € N.

Pour tout w € Ko, on a :
1. wOup | < [ MG, "wl I £]] -
2. ¥n €N |JupmOw| "=570

o O est relatif la paire (M]

1)

M,,).
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Preuve :
[wOUpm| = sup {|[{unmBwlh)|, h € (H>)1}

= sup{|(@r"af' fhlw)|, h e (H>®)}
= sup {|(af* fhlafw)|, h € (H®)}

= sup{|(ay' fh|Px,0fw)|, he (H>)}

IA

1M, "wll|f]

D’autre part pour n fix, il existe (hp)m C H®, ||hm| =1 tels que :
|unmBw| = (UnmBOw|hp)
= (@m0 fhm|w)
= (@ f(a5'hm)|w)

= (a1 fOw|ag huy).
Mais a5 hm, f%k 0 lorsque m — +o00, d’o le rsultat. O

Proposition 6.17 Soit | € (L' (T x +¢))so-
Il existe des suites (fp)p et (gp)p dans (K2)1 telles que :

L= fy - gplls, =2.0.

p—r+oo

2. Vw e K, |wOg| + | fpBw| — 0.

p——+oo

o O est relatif la paire (M]

a1

M,,).

Preuve : On se donne une suite (w)), dense dans K et une suite de rels positifs (e,), J. 0.
Pour chaque p, on a en vertu de la proposition 6.11 I'existence d’lments ¢, et 1, de (K2)1
tels que ||l — ¢, - || < €p 6.

D’autre part il existe n, tel que ||M}, "Pw;|| < ¢, j < p. On pose alors u, = a1"?ab' ¢,
pour n € N et on vrifie par le lemme predent que ||w;j0up| <€, j=1,...,p. (K2 tant
rduisant, w;0uy, = Pr,w;0uy, et le lemme s’applique).

De plus, en posant vy, = @1"? a5y, on a la factorisation approche ||l — wp, - v || < €p.

Le lemme donne en outre I'existence d'un entier m,, tel que v, Ow;|| <€y j=1,...,p.

50n peut remarquer que dans ce cas trs particulier, 'existence de ¢, et v, dcoule immdiatement de

ce qui se passe en une variable. En effet pout tout z; fix I(z1,-) € L'(7). Pout tout ¢ > 0 on dfinit

F(2) = exp [ /T

¢tz
r6—%

gjzlog(l(zl,g)Jre)dC]. On a alors f € H'(D) et et liml|f(rz)| = l(z1,2). De plus

22 — exp { log(I(z1,¢) + e)d(} est dans L'(Z2), ce qui assure le resultat.
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On obtient finalement le rsultat avec f, = wm, et g, = vp,, les conditions d’annulation

s'tendant par 'argument de densit des (wp),. O

Proposition 6.18 Soit T' = (11, T3) une paire de contractions absolument continue de type
Wold pure sur H et B = (By, Ba) son extention co-isomtrique minimale rqulire sur K D H

avec la dcomposition de type Wold :
K = KUS 2] KSU D Kss

B = (Wla V2*) D (Vl*a WQ) S (Sfa S;)

On suppose de plus ici que Kgy = Psy H .
Soit 1 € LYT x %¢), [|3loo < 0.

Il existe deux suites (), et (yp)p dans (H)1 telles que :

LAl =ap - yplly 2.0

p—+oo :

2 YweK, |wb g+ |z, E wl| — o0.

p—+o0

3. H"L‘p - PSprHp_>—>+000'

4- Hyp - PSprH — 0.

p——+oo

(ici -7 est relatif dilatation unitaire minimale rqulire de B qui est aussi la d.u.m.r. de T)

En particulier on a alors [I] € Xy(T).

Preuve : L’hypothse de densit permet d’aller chercher les vecteurs d’approximation dans
H et la relation d’entrelacement Pgy 1o = WsPg, assure le lien avec 'approximation fonc-
tionnelle de la proposition 6.23.

Soient [ € LY (T x £¢), [|Tllee < 00, (wp),) une suite dense dans K et (), | 0.

Pour p € N, il existe f, et g, dans (K2)1 tels que ||l — fp - gpll1 < €p.

On pose up,m = a1y’ fp et vy, = a1"ay'g,. Comme dans le rsultat predent, on fixe n,
tel que || M), ""wj|| <€ j=1,...,p.

Grce I'hypothse de densit Ky, = Psy H, on peut trouver ag et by dans H tels que :

[ fp — Psvaol < e [[Psvaoll <1
[ gp — Psuboll < ep  [[Psuboll <1
On pose alors a,, = T5%ag et by, = T5"bg et on a :
[ty m — Psvam| = [a5'@a" f — Psy T3 ao|

= W' @™ fp = Psvao)|| < ¢

20



De mme |[vn,m — Psubm| < €.

D’autre part :

[Psvaml = [|[Vs"Pysaoll M0 [Psvbim| m2EC 0
+ +
[Pssamll = S5 Pssaoll "0 | Pssbm| 50

On en dduit que sous I'hypothse Ky = 0, on a pour m assez grand ||un, m — am| < € et

[0n,m = bml| < €p-

Ceci donne pour m assez grand |[w;0v,, m|| < €, et [[w;0by|| < 2¢, j=1,...,p. De mme
le choix de n, au dbut permet de conclure ||a,,Ow;|| < 2¢, j=1,...,p, avec m = m,, assez
grand.

Finalement en posant x, = apm,, et yp, = by, on obtient :

Il —2p-ypll <€
|2p0w; || + lw;Oypll < 4ep §=1,...,p

L’argument usuel de densit tend les rsultats d’annulations w € H. O

6.5.3 analyse de la paire Bygs.

La paire Byg = (W1, V5') agit sur 'espace K;;5. On note ici 31 le support borlien de W et

on obtient de la mme faon que dans la partie prcdente les rsultats suivants :

Lemme 6.5 I existe un sous-espace N de K¢ qui est rduisant pour Byg et tel que Bysinv

soit unitairement quivalent la paire (Ma,, M) sur L2F2(21 xT).
On obtient 1 aussi des conditions d’annulations automatiques dans K; = L2ﬁ2(21 xT).

Lemme 6.6 soient f € K1 et up ,m = afax™ f, n,m e N.

Pour tout w € K1, on a :
1. [JwBunml| < [|M5, " wllI fI] -
2. Ym e N HummeHp:;O.

o O est relatif la paire (Mg, M,,).

Ceci permet de donner des factorisations fonctionnelles comme prcdemment :

Proposition 6.19 Soit I € (L' (21 X T))eo-
Il existe des suites (fp)p et (gp)p dans (K1)1 telles que :

L= fy - gpll,=2.0.

p—r+oo
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2. Vw e K, |wOgp| + || fpO0w] — 0.

p——+oo

Dans le cas o on rajoute des hypothses de densit suffisantes, on peut rcuprer des vecteurs

dans H pour factoriser et on obtient :

Proposition 6.20 Soit T = (T1,T2) une paire de contractions de type Wold pure absol-
ument continue sur H et B = (By, Bs) son extention co-isomtriqgue minimale rqulire sur

K>OH:

K = Kys® Ksy ® Kss

B = (Wl,V2*)@(V1*,W2)@(ST,S;)
On suppose de plus ici que Ky = PygH.
Soit 1 € LY(Z1 x T)y || Tlleo < 00.

Il existe deux suites (xp), et (yp)p dans (H)y telles que :

1|l =ap - ypllh 2.0

p—-+oo

B B
2. Vwe K, |lwOypll +[lap Owl| = 0.

— 400

3. lxp — PUSpop—> 0.

—+oo

4- Hyp - PUsypH — 0.

p——+oo

(ici -7 est relatif la d.u.m.r. de B)
En particulier on a alors [I] € Xy(T).

6.5.4 Approximation sous hypothse Egﬁ :

On utilise ici ce qui precde pour mettre en place une approximation des Iments du prdual de

H® sous 'hypothse Efy , i.e. ecef(Ey) D Qy avec < 1.

Soit T' = (T1,T>) une paire de contractions de type Wold sur H et B = (B, B2) son

extention co-isomtrique minimale rgulire sur K D H avec la dcomposition de type Wold :
K = K vs D KSU S2) Kss
B = (Wlav2*)@(vl*7w2)@(vasg)

On dira que T vrifie I'’hypothse (H) si on a simultanment PysH = Kyg, Psy H = Kgy et
K,y =0.

Cette partie a pour but de dmontrer le rsultat suivant :

Théoréme 6.12 Soit T = (11,T>) € AAa(H) vrifiant (H).

Supposons que T ait la proprit Ep - (6 <~). Alors il existe v/ > 0 tel que T ait la proprit
Xo- (V=)
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On commence par un rsultat qui permet d’amliorer une factorisation approche donne :

Lemme 6.7 Soit T = (T1,T5>) une paire de contractions qui double-commute sur H vrifiant
(H) et qui possde la proprit By (0 < ).
Soient L € Q, a,be H, 6 >0 tels que

I|IL — adbl| < 0.

On se donne de plus e > 0, wy,...,w, € H et F un sous-espace vectoriel de H de dimension

finie.

Il existe alors a’,b' € H tels que :

(1) |IL —doV| < 95

(2) Ha—a’H<\f\[ 16— b’||<\[

3) [l(a' —a)Owg[| < e [weD® —b)l| <€ k=1,.

(4) o —acFL ¥ -beF*+

0
Preuve :  On peut supposer que d := ||L — adb|| > 0 et on choisit € < —(0 — d).
Y

Sous I'hypothse Ej . , il existe des suites (%, )n; €t (Y}, )n, d’lments de (H)1 et des complexes

at, ..., an tels que :
N S do
(1) |L —ab— Z%HTZZD%ZH <e+ —
i=1 v
N
d
(2) D el < =
i=1 v
()l Dwl| =5 0
(4) wh, =70
On pose alors v = (n1,...,n2) € NV et

N
% )
R, = Z QiTn, DY,
i=1

Il faut alors transformer une expression du type A, = adlb + R,.
On utilise les espaces rduisants issus de la dcomposition de type Wold afin d’crire pour
ee {US,SU,SS} :
Ay = P.aDOP.b+ ¥
N

o R, = ZaiPExf%DPeyf%
i=1
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On a alors A, = ASS + AUS + ASU.

N
On notera de plus R5V = [15V] o 15V = Z%PSUIL";'H Pyl et RIS = [1U5] 0 179 =
i=1

N

7 (2
Z OéiPUSZL'm : PUsyni-
=1

N N

On pose z, = Zﬁzxﬁh et y, = Z,Bzyﬁh of’=q4, i=1,...,N.
i=1 i=1

Dans la suite on se donne des rels 7,7 > 0.

On discutera en fin de dmonstration les conditions techniques qui permettent de faire en
sorte que les perturbations des vecteurs restent dans FL. On notera ces conditions tech-
niques additionnelles CTA tout au long de la dmonstration.

11 est possible de choisir v = (n1,...,ny) tel que :

d
o 1%, llyw|1* < 5 (1)

11 suffit de rendre les produits (z%, |2%,.) et (v}, |y%.) petits, ce qui est possible car a7, et i

convergent faiblement vers 0.
|PssaOPssb + R5® — Pss(a + 2,)OPss(b + y)|| < 7 (2)
1l suffit de rendre petits simultanment :
(a) [[PssaDPssyy||

(b) ||Pssz,OPsgb||
(&) 1> BiBiPssy, OPssyn,|
1#]
Pour (a) on utilise le (5) de de la proposition 6.5 avec y,, — 0 ; pour (b) on utilise ’hypothse
|, Ow|| — 0 lorsque n; — 400 ; pour (c) on a le choix d’utiliser la mme technique qu’au
(a) ou au (b).

En utilisant les mmes arguments on peut obtenir :

IPsyz, OPspb|| < 7 et ||Pysx, OPysb|| < 7 (3)
et 'valuation suivante :
o : d
HPSS?JVHQ ~ Z |04j|HPssZ/;uHQ <= (4)
=1 v
(4) CTA
On utilise les deux sections predentes pour traiter AUS et ASY. Pour v fix ralisant (1),(2),(3),

et (4), il existe deux suites (cn)n et (dn)n dans H, ||call, |dnll < [ISV]11/? telles que :

[ (6)
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llenOw|| + ||lwOdy|| — 0 we H (7)
llen — Psuenl| + Hdn — Pgydy|| — 0 (8)

Pour n = n, assez grand, on pose ¢, = ¢y, et d, = d,,, ce qui permet d’crire :

PsyaOPsyb = Py (a + 2,)OPsyb (9)
Psy(a + 2,)OPsyb = Pyy(a + @, + ¢,)OPsy (b + dy) (10)
1/2
lewll, ol < 125V 111 (11)
llcy, — Pspev|| < ' et ld, — Pspdy|| < 7 (12)
(13) CTA.
On peut alors crire :
PysaOPys =~ Pyg(a + 3,)OPysb (13)

Puis gree (12) avec 7/ assez petit :
PUS(a—l—x,,)DPUSb& Pus(a+ z, + ¢,)0Pys(b+ dy) (14)

On peut alors comme ci-avant et transformer les Iments relatifs Kyg. Il existe ¢, et d),
dans H, ¢, |, ;|| < [lI5 11/ tels que :

1175 = ¢, - dr ]| — 0 (15)
e, ow|| + [[wod,| — 0 w e H (16)
HC;L - PUSC;"L” -+ Hd;L - PUSd;zH —0 (17)

— /) _ g/ : .
Pour n assez grand on pose ¢, = ¢y, ¢, = ¢, , dy = dy, et d, = d,, , ce qui donne :

Pus(a+ x, + ¢,))0Pys(b+ d,) + [133] < Pys(a+x, + ¢, +c,)0OPys(b+d, +d,) (18)

1/2
e Nl < 1Sy (19)
”CL - PUSCL” <7'et Hd:/ — PUSd:/H <7 (20)

(19) CTA.
On a de plus en affinant le choix de 7’ et grce (12), (18) et (4) :

Pss(a + 2,)0Pss(b+ 4) = Pss(a+ 2, + ¢y + ¢,)OPss(b+ y, + dy, + d')) (21)
De mme en utilisant (18) on peut obtenir :

Psy(a+ 2, + ¢,)0Psy (b + d,) L Psy(a+zy, + ¢, + ¢,)0Psy (b + y, + dy + d.,) (22)
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Finalement en posant a’ = a + x, + ¢, + dy, et b/ = b+ PyPssy, + d, + d.,, on obtient :
8t ’
R, + a0b ~ o'0b (23)

Discussion des conditions techniques additionnelles CTA (8), (13), et (19) : si au dpart on

s’est donn F un sous-espace vectoriel de H de dimension finie et une collection wy, ..., w, €

H ainsi que € > 0, on peut faire en sorte que :

d—a = x,+c,+c, €Ft

V—b = PyPssy, +d, +d, € Ft-

En fait 1'tape correspondante on a chaque suite de vecteurs qui tend faiblement vers 0 et,
quitte passer une sous-suite, on peut donc supposer que l’on travaille dans FL.

De plus on peut chaque tape faire en sorte que :
() —a)Owi|| <e k=1,...,p

|lweO( —b)|| <e k=1,...,p
En effet :

e ||z, Owg| peut tre rendu petit grce I’hypothse et la dfinition des ensembles Ef -
o |[(cyn +¢,) 0wy et |[wrO(d, + d,)|| sont contrls grce aux relations (7) et (17).

o ||lwiOPssy,|| est rendu petit car y, tend faiblement vers 0 et on vit sur la partie Kgg

|

On obtient ensuite une version exacte de la proposition prcdente grce une itration de cette

approximation :

Proposition 6.21 Soit T une paire de contractions qui double-commute et ayant la proprit
(H).

Supposons que T possde la proprit Ep., pour 0 <.

Soient L € Q, a,be H, § >0 tels que ||[L — adib|| < 4.

On se donne de plus € > 0, wi,...,w, € H et F un sous-espace vectoriel de H de dimension
finie.

Il existe alors des vecteurs a’',b' € H tels que :

(1) L=dov

20 0
! _ < - !/ < -
@)l —all < /== IV = bl < /==

(3) (d—a)eFt (¥ -b)eFt

@) (@ — a)owg| <€ |upD® —b)|| <e k=1,...,p
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Preuve : Soient € > 0 et (¢;); une suite de rels positifs vrifiant > €; < e.

On pose a1 = a et by = b, puis on applique le lemme prcdent qui donne aq, bs € H tels que

. 0
(Z)Q ”L — aglijH < 5

(id)2  llar —azfl < ff b1 — ba| < \/>

(ZZZ)Q ||(a2 — CLl)Dwk” < € ‘ka(bQ — bl)H <e k= 1 , D

(ivg) as — a1 € ./_"J‘ by — b € JTJ‘
Supposons alors que l'on ait trouv des vecteurs (a;)i; et (b;); vrifiant pour tout i <n :

0
(0)i 1L — aiDbi]| < (;)’_15

d.i=1,0 6.i=1, 6
i) laicr = aill < V2(=)Z (D)2 (lbio = bi] < (=) 7T (2)Y?
(i)i  llai-1 — ai (7) (7) 1bi—1 — bill (,y) (7)

(ZZZ)Z H((h — ai_l)DwkH <€ Hka(bi — bi—l)” <ek=1,...,p
(Z'UZ') a; —a;—1 € .FJ‘ b —b;_1 € .FJ‘

On rapplique le lemme qui permet alors de construire des vecteurs a,+1 et b, 1 convenables

au rang n + 1.

Puisque 6 < ~, les suites (a;); et (b;); sont de Cauchy. On note a’ = lima; et b’ = limb;.
(2 (2

Ceci permet de conclure :

L=dnv
51/2
la" = all < V27— 1/2 9172
51/2
Hb/ - bH < 71/2 _p1/2

l(a" — a)Owg|| < Zei <ek=1,...,p
lwea (b — b)| \<Zez<e k=1,.
ad—acFt ¥-beFt

O

On est alors en mesure de donner la preuve du thorme 6.13

Preuve : Soient (wg); une suite dense dans K et (ex) 4 0. On considre L € Qn, ||L|| <
~6

eﬁ applique la proposition prcdente avec comme donnes initiales a = b = 0, les p premiers

vecteurs wi,...,wy et € = €.
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On peut alors crire L = a,0b,, avec les contrles [|a,|| < 2174 et ||b,|| < 271/4.

On pose a;, = % et by, = 21/4bp7 ce qui donne L = a,0bj,.
On a de plus :

la,0we| < € VYE=1,...,p
JwpOb, |l < € YE=1,...,p

L’argument classique utilisant la densit de (wg)x permet alors de conclure. O

6.5.5 Cas des e.c.i.m. de type Wold pures.

Dans cette partie on considre une paire 7' = (71,7>) de contractions sur H et B une

extention co-isomtrique sur K.

Définition 6.7 On dit que B est de type Wold si B admet une dcomposition de type Wold.
On dit que B est de plus pure si il n’y a pas de sous-espace de K, rduisant B en une paire

d’oprateurs unitaires.
Dans le cas dcrit par la dfinition on crira avec les notation introduites au chap ... :
K = Kyy® Kys® Ksy ® Kss

B

(Ul, UQ) ©® (W17 ‘/2*) S5 (‘/1*) WZ) 2] (ST> S;)

On note E = {UU,US,SU,SS} et pour tout e € E on dsigne par P, la projection or-
thogonale de K sur l’espace correspondant K.. De plus on dsignera par Py la projection
orthogonale de K sur H.

Une paire de contractions de type Wold pure est automatiquement absolument continue (cf

Th. 3.6). On note alors ®7 le calcul H*(T <) associ et ¢ sont application pradjointe :
Op 1 H®(T€) — Ap C L(H)
¢r 1 Qr  — Poo=LY(T)/H)(T)
Proposition 6.22 Soit (z,), € HN telle que |z Oyl — 0 Yy € H alors on a :
|z,0z]] — 0 VzeK
|Pyzn,0z|| — 0 Vze K.

6.5.6 Analyse de la paire Bgy.

La paire Bgy = (V;*, Wa) agit sur 'espace K, C K.
On note ¥4 le support borlien de W5 et £ = KERV}".
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Lemme 6.8 Il existe un sous-espace M de Kgy qui est rduisant pour Bgy et tel que Bgyam

soit unitairement quivalent la paire (M), M,,) sur F2L2(7— X te).

a1

Preuve : On a Ky = @ VI"L.
n>0
De plus £ € LATREDW, car W5 et V7 double-commutent.

Soit Ay, 'algbre duale auto-adjointe engendre par Ws. Pour x € £ on note Ry = Aw,x C
L. Dans ce cas Wyr, est unitairement quivalent M,, ; notons I' : Ry — L2(22)
Ioprateur unitaire ralisant cette quivalence.

On a alors un oprateur unitaire :
@ . M = ®n20 VlnRQ — F2L2(T X \Zl:e)

E:‘Gﬁxlm — E::aﬁIK$lm)

n>0 n>0

De plus A := Vl*(z Vitey ) = Z V'@ g1 et

n>0 n>0

0(4) = > #A'T(z1011)

n>0

= M,z "T(x1n))

n>0
= Méq@(z ‘/lnl'l,n)

n>0

D’o ©OV* = M/, © ; de mme on a OW, = M,,0. O

Les rsultats suivants mettent en vidence la factorisation des lments de L!(7T x +¢) ainsi
que certaines proprits d’annulation dans le prdual de H>(T€).
Dans la suite on notera Ko = F2L2(T X t¢).

Lemme 6.9 Soient f € Ko et uym = a1"ay' f, n,m € N.

Pour tout w € Ko, on a :
1 wOupml| < [ ME,"wl I £]] -
2. ¥n €N |JupmBw| "=570

o O est relatif la paire (M

1)

M,,).
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Preuve :
[wOUpm| = sup {|[{unmBwlh)|, h € (H>)1}

= sup{|(@r"af' fhlw)|, h e (H>®)}
= sup {|(af* fhlafw)|, h € (H®)}

= sup{|(ay' fh|Px,0fw)|, he (H>)}

IA

1M, "wll|f]

D’autre part pour n fix, il existe (hp)m C H®, ||hm| =1 tels que :
|unmBw| = (UnmBOw|hp)
= (@m0 fhm|w)
= (@ f(a5'hm)|w)

= (a1 fOw|ag huy).
Mais a5 hm, f%k 0 lorsque m — +o00, d’o le rsultat. O

Proposition 6.23 Soit | € (L'(T x +¢))o-
Il existe des suites (fp)p et (gp)p dans (K2)1 telles que :

L= fy - gplls, =2.0.

p—r+oo

2. Vw e K, |wOg| + | fpBw| — 0.

p——+oo

o O est relatif la paire (M]

a1

M,,).

Preuve : On se donne une suite (w)), dense dans K et une suite de rels positifs (e,), J. 0.
Pour chaque p, on a en vertu de la proposition 6.11 I'existence d’lments ¢, et 1, de (K2)1
tels que ||l — ¢, - | < € 7.

D’autre part il existe n, tel que ||M}, "Pw;|| < ¢, j < p. On pose alors u, = a1"?ab' ¢,
pour n € N et on vrifie par le lemme predent que ||w;j0up| <€, j=1,...,p. (K2 tant
rduisant, w;0uy, = Pr,w;0uy, et le lemme s’applique).

De plus, en posant vy, = @1"? a5y, on a la factorisation approche ||l — wp, - v || < €p.

Le lemme donne en outre I'existence d'un entier m,, tel que v, Ow;|| <€y j=1,...,p.

"On peut remarquer que dans ce cas trs particulier, existence de ¢p et Y, dcoule immdiatement de

ce qui se passe en une variable. En effet pout tout z; fix I(z1,-) € L'(7). Pout tout ¢ > 0 on dfinit

F(2) = exp [ /T

¢tz
r6—%

gjzlog(l(zl,g)Jre)dC]. On a alors f € H'(D) et et liml|f(rz)| = l(z1,2). De plus

22 — exp { log(I(z1,¢) + e)d(} est dans L'(Z2), ce qui assure le resultat.
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On obtient finalement le rsultat avec f, = wm, et g, = vp,, les conditions d’annulation

s'tendant par 'argument de densit des (wp),. O

Proposition 6.24 Soit T' = (11, T3) une paire de contractions absolument continue de type
Wold pure sur H et B = (By, Ba) son extention co-isomtrique minimale rqulire sur K D H

avec la dcomposition de type Wold :
K = KUS 2] KSU D Kss

B = (Wla V2*) D (Vl*a WQ) S (Sfa S;)

On suppose de plus ici que Kgy = Psy H .
Soit 1 € LYT x %¢), [|3loo < 0.

Il existe deux suites (), et (yp)p dans (H)1 telles que :

LAl =ap - yplly 2.0

p—+oo :

2 YweK, |wb g+ |z, E wl| — o0.

p—+o0

3. H"L‘p - PSprHp_>—>+000'

4- Hyp - PSprH — 0.

p——+oo

(ici -7 est relatif dilatation unitaire minimale rqulire de B qui est aussi la d.u.m.r. de T)

En particulier on a alors [I] € Xy(T).

Preuve : L’hypothse de densit permet d’aller chercher les vecteurs d’approximation dans
H et la relation d’entrelacement Pgy 1o = WsPg, assure le lien avec 'approximation fonc-
tionnelle de la proposition 6.23.

Soient [ € LY (T x £¢), [|Tllee < 00, (wp),) une suite dense dans K et (), | 0.

Pour p € N, il existe f, et g, dans (K2)1 tels que ||l — fp - gpll1 < €p.

On pose up,m = a1y’ fp et vy, = a1"ay'g,. Comme dans le rsultat predent, on fixe n,
tel que || M), ""wj|| <€ j=1,...,p.

Grce I'hypothse de densit Ky, = Psy H, on peut trouver ag et by dans H tels que :

[ fp — Psvaol < e [[Psvaoll <1
[ gp — Psuboll < ep  [[Psuboll <1
On pose alors a,, = T5%ag et by, = T5"bg et on a :
[ty m — Psvam| = [a5'@a" f — Psy T3 ao|

= W' @™ fp = Psvao)|| < ¢
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De mme |[vn,m — Psubm| < €.

D’autre part :

[Psvaml = [|[Vs"Pysaoll M0 [Psvbim| m2EC 0
+ +
[Pssamll = S5 Pssaoll "0 | Pssbm| 50

On en dduit que sous I'hypothse Ky = 0, on a pour m assez grand ||un, m — am| < € et

[0n,m = bml| < €p-

Ceci donne pour m assez grand |[w;0v,, m|| < €, et [[w;0by|| < 2¢, j=1,...,p. De mme
le choix de n, au dbut permet de conclure ||a,,Ow;|| < 2¢, j=1,...,p, avec m = m,, assez
grand.

Finalement en posant x, = apm,, et yp, = by, on obtient :

Il —2p-ypll <€
|2p0w; || + lw;Oypll < 4ep §=1,...,p

L’argument usuel de densit tend les rsultats d’annulations w € H. O

6.5.7 analyse de la paire Bygs.

La paire Byg = (W1, V5') agit sur 'espace K;;5. On note ici 31 le support borlien de W et

on obtient de la mme faon que dans la partie prcdente les rsultats suivants :

Lemme 6.10 I existe un sous-espace N de K¢ qui est rduisant pour Byg et tel que Bysinv

soit unitairement quivalent la paire (Ma,, M],,) sur L2F2(21 xT).
On obtient 1 aussi des conditions d’annulations automatiques dans K; = L2ﬁ2(21 xT).

Lemme 6.11 soient f € Ky et Uy, = afor™ f, n,m € N.

Pour tout w € K1, on a :
1. [JwBunml| < [|M5, " wllI fII -
2. Ym e N HummeHp:;O.

o O est relatif la paire (Mg, M,,).

Ceci permet de donner des factorisations fonctionnelles comme prcdemment :

Proposition 6.25 Soit 1 € (L' (21 X T))eo-
Il existe des suites (fp)p et (gp)p dans (K1)1 telles que :

L= fy - gpll,=2.0.

p—r+oo
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2. Vw e K, |wOgp| + || fpO0w] — 0.

p——+oo

Dans le cas o on rajoute des hypothses de densit suffisantes, on peut rcuprer des vecteurs

dans H pour factoriser et on obtient :

Proposition 6.26 Soit T = (T1,T2) une paire de contractions de type Wold pure absol-
ument continue sur H et B = (By, Bs) son extention co-isomtriqgue minimale rqulire sur

K>OH:

K = Kys® Ksy ® Kss

B = (Wl,V2*)@(V1*,W2)@(ST,S;)
On suppose de plus ici que Ky = PygH.
Soit 1 € LY(Z1 x T)y || Tlleo < 00.

Il existe deux suites (xp), et (yp)p dans (H)y telles que :

1|l =ap - ypllh 2.0

p—-+oo

B B
2. Vwe K, |lwOypll +[lap Owl| = 0.

— 400

3. lxp — PUSpop—> 0.

—+oo

4- Hyp - PUsypH — 0.

p——+oo

(ici -7 est relatif la d.u.m.r. de B)
En particulier on a alors [I] € Xy(T).

6.5.8 Approximation sous hypothse Egﬁ :

On utilise ici ce qui precde pour mettre en place une approximation des Iments du prdual de

H® sous 'hypothse Efy , i.e. ecef(Ey) D Qy avec < 1.

Soit T' = (T1,T>) une paire de contractions de type Wold sur H et B = (B, B2) son

extention co-isomtrique minimale rgulire sur K D H avec la dcomposition de type Wold :
K = K vs D KSU S2) Kss
B = (Wlav2*)@(vl*7w2)@(vasg)

On dira que T vrifie I'’hypothse (H) si on a simultanment PysH = Kyg, Psy H = Kgy et
K,y =0.

Cette partie a pour but de dmontrer le rsultat suivant :

Théoréme 6.13 Soit T = (11,T>) € AAa(H) vrifiant (H).

Supposons que T ait la proprit Ep - (6 <~). Alors il existe v/ > 0 tel que T ait la proprit
Xo- (V=)
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On commence par un rsultat qui permet d’amliorer une factorisation approche donne :

Lemme 6.12 Soit T = (T1,T) une paire de contractions qui double-commute sur H vrifi-
ant (M) et qui possde la proprit By, (6 <7).
Soient L € Q, a,be H, 6 >0 tels que

IIL — adbl| < 0.

On se donne de plus e > 0, wy,...,w, € H et F un sous-espace vectoriel de H de dimension

finie.

Il existe alors a’,b' € H tels que :

(1) |IL —doV| < 95

(2) Ha—a’H<\f\[ 16— b’||<\[

3) [l(a' —a)Owg[| < e [weD® —b)l| <€ k=1,.

(4) o —acFL ¥ -beF*+

0
Preuve :  On peut supposer que d := ||L — adb|| > 0 et on choisit € < —(0 — d).
. . v
Sous 'hypothse Ef . , il existe des suites (7, )n, €t (yp, )n, d'Iments de (H); et des complexes

at, ..., an tels que :
N S do
(1) |L —ab— Z%HTZZD%ZH <e+ —
i=1 v
N
d
(2) D el < =
i=1 v
()l Dwl| =5 0
(4) wh, =70
On pose alors v = (n1,...,n2) € NV et

N
% )
R, = Z QiTn, DY,
i=1

Il faut alors transformer une expression du type A, = adlb + R,.
On utilise les espaces rduisants issus de la dcomposition de type Wold afin d’crire pour
ee {US,SU,SS} :
Ay = P.aDOP.b+ ¥
N

o R, = ZaiPExf%DPeyf%
i=1
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On a alors A, = ASS + AUS + ASU.

N
On notera de plus R5V = [15V] o 15V = Z%PSUIL";'H Pyl et RIS = [1U5] 0 179 =
i=1

N

7 (2
Z OéiPUSZL'm : PUsyni-
=1

N N

On pose z, = Zﬁzxﬁh et y, = Z,Bzyﬁh of’=q4, i=1,...,N.
i=1 i=1

Dans la suite on se donne des rels 7,7 > 0.

On discutera en fin de dmonstration les conditions techniques qui permettent de faire en
sorte que les perturbations des vecteurs restent dans FL. On notera ces conditions tech-
niques additionnelles CTA tout au long de la dmonstration.

11 est possible de choisir v = (n1,...,ny) tel que :

d
o 1%, llyw|1* < 5 (24)

11 suffit de rendre les produits (z%, |2%,.) et (v}, |y%.) petits, ce qui est possible car a7, et i

convergent faiblement vers 0.
|PssaOPssh + Ry° — Pss(a+ 2,)OPss(b+y)|| < 7 (25)
1l suffit de rendre petits simultanment :
(a) |PssaOPssyy||

(b) ||Pssz,OPsgb||
(&) 1> BiBiPssy, OPssyn,|
1#]
Pour (a) on utilise le (5) de de la proposition 6.5 avec y,, — 0 ; pour (b) on utilise ’hypothse
|, Ow|| — 0 lorsque n; — 400 ; pour (c) on a le choix d’utiliser la mme technique qu’au
(a) ou au (b).

En utilisant les mmes arguments on peut obtenir :

IPsyz, OPspb|| < 7 et ||Pysx, OPysb|| < 7 (26)
et 'valuation suivante :
o : d
PssylI* =D el Pssym, I* < ~ (27)
j=1 v
(4) CTA
On utilise les deux sections predentes pour traiter AUS et ASY. Pour v fix ralisant (1),(2),(3),

et (4), il existe deux suites (cn)n et (dn)n dans H, ||call, |dnll < [ISV]11/? telles que :

1159 = ¢, - dp|| — 0 (29)
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llenDw| + |wody| — 0 w e H (30)
llen — Povenll + |dn — Psody| — 0 (31)

Pour n = n, assez grand, on pose ¢, = ¢y, et d, = d,,, ce qui permet d’crire :

PsyaOPsyb = Py (a + 2, )OPsyb (32)
PSU(a + Z'V)DPSUZ) ’; PSU(a +x, + CV)DPSU(b + dl/) (33)
1/2
lewll Il < 125711 (34)
ey — Pspev|| < 7' et ||dy — Pspd, | < 7' (35)
(13) CTA.
On peut alors crire :
PysaOPys =~ Pyg(a + 3,)OPysb (36)

Puis gree (12) avec 7/ assez petit :
PUS<CL + xu)DPUSb ’; PUS<a + Ty + CV)DPUS(b + dV) (37)

On peut alors comme ci-avant et transformer les Iments relatifs Kyg. Il existe ¢, et d),
dans H, ¢, |, ;|| < [lI5 11/ tels que :

115 =, - dy || — 0 (38)
e, ow|| + [[wod,| — 0 w e H (39)
HC;L - PUSC;"L” + Hd;L - PUSd;zH —0 (40)

Pour n assez grand on pose ¢, = ¢,,, C|

_ A _ [ /) : .
Y = Cp,s dy =dy, et d, =d, , ce qui donne :

Pys(a+ z, + ¢,)OPus(b + dy) + [1V5] £ Pys(a + 2 + ¢ + ¢,)OPys(b+dy +d,)  (41)

1/2
e Nl < 1Sy (42)
”CL - PUSCL” <7'et Hd:/ — PUSd:/H <7 (43)

(19) CTA.
On a de plus en affinant le choix de 7’ et grce (12), (18) et (4) :

Pss(a + 2,)0Pss(b+ 4) = Pss(a+ 2, + ¢y + ¢,)OPss(b+ y, + dy, + d')) (44)
De mme en utilisant (18) on peut obtenir :

Psy(a+ 2, + ¢,)0Psy (b + d,) L Psy(a+zy, + ¢, + ¢,)0Psy (b + y, + dy + d.,) (45)
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Finalement en posant a’ = a + x, + ¢, + dy, et b/ = b+ PyPssy, + d, + d.,, on obtient :
8t ’
R, + a0b ~ o'0b (46)

Discussion des conditions techniques additionnelles CTA (8), (13), et (19) : si au dpart on

s’est donn F un sous-espace vectoriel de H de dimension finie et une collection wy, ..., w, €

H ainsi que € > 0, on peut faire en sorte que :

d—a = x,+c,+c, €Ft

V—b = PyPssy, +d, +d, € Ft-

En fait 1'tape correspondante on a chaque suite de vecteurs qui tend faiblement vers 0 et,
quitte passer une sous-suite, on peut donc supposer que l’on travaille dans FL.

De plus on peut chaque tape faire en sorte que :
() —a)Owi|| <e k=1,...,p

|lweO( —b)|| <e k=1,...,p
En effet :

e ||z, Owg| peut tre rendu petit grce I’hypothse et la dfinition des ensembles Ef -
o |[(cyn +¢,) 0wy et |[wrO(d, + d,)|| sont contrls grce aux relations (7) et (17).

o ||lwiOPssy,|| est rendu petit car y, tend faiblement vers 0 et on vit sur la partie Kgg

|

On obtient ensuite une version exacte de la proposition prcdente grce une itration de cette

approximation :

Proposition 6.27 Soit T une paire de contractions qui double-commute et ayant la proprit
(H).

Supposons que T possde la proprit Ep., pour 0 <.

Soient L € Q, a,be H, § >0 tels que ||[L — adib|| < 4.

On se donne de plus € > 0, wi,...,w, € H et F un sous-espace vectoriel de H de dimension
finie.

Il existe alors des vecteurs a’',b' € H tels que :

(1) L=dov

20 0
! _ < - !/ < -
@)l —all < /== IV = bl < /==

(3) (d—a)eFt (¥ -b)eFt

@) (@ — a)owg| <€ |upD® —b)|| <e k=1,...,p

67



Preuve : Soient € > 0 et (¢;); une suite de rels positifs vrifiant > €; < e.

On pose a1 = a et by = b, puis on applique le lemme prcdent qui donne aq, bs € H tels que

. 0
(Z)Q ”L — aglijH < 5

(id)2  llar —azfl < ff b1 — ba| < \/>

(ZZZ)Q ||(a2 — CLl)Dwk” < € ‘ka(bQ — bl)H <e k= 1 , D

(ivg) as — a1 € ./_"J‘ by — b € JTJ‘
Supposons alors que l'on ait trouv des vecteurs (a;)i; et (b;); vrifiant pour tout i <n :

0
(0)i 1L — aiDbi]| < (;)’_15

d.i=1,0 6.i=1, 6
i) laicr = aill < V2(=)Z (D)2 (lbio = bi] < (=) 7T (2)Y?
(i)i  llai-1 — ai (7) (7) 1bi—1 — bill (,y) (7)

(ZZZ)Z H((h — ai_l)DwkH <€ Hka(bi — bi—l)” <ek=1,...,p
(Z'UZ') a; —a;—1 € .FJ‘ b —b;_1 € .FJ‘

On rapplique le lemme qui permet alors de construire des vecteurs a,+1 et b, 1 convenables

au rang n + 1.

Puisque 6 < ~, les suites (a;); et (b;); sont de Cauchy. On note a’ = lima; et b’ = limb;.
(2 (2

Ceci permet de conclure :

L=dnv
51/2
la" = all < V27— 1/2 9172
51/2
Hb/ - bH < 71/2 _p1/2

l(a" — a)Owg|| < Zei <ek=1,...,p
lwea (b — b)| \<Zez<e k=1,.
ad—acFt ¥-beFt

O

On est alors en mesure de donner la preuve du thorme 6.13

Preuve : Soient (wg); une suite dense dans K et (ex) 4 0. On considre L € Qn, ||L|| <
~6

eﬁ applique la proposition prcdente avec comme donnes initiales a = b = 0, les p premiers

vecteurs wi,...,wy et € = €.
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On peut alors crire L = a,0b,, avec les contrles [|a,|| < 2174 et ||b,|| < 271/4.

On pose a;, = % et by, = 21/4bp7 ce qui donne L = a,0bj,.
On a de plus :

la,0we| < € VYE=1,...,p

JwpOb, |l < € YE=1,...,p

L’argument classique utilisant la densit de (wy)x permet alors de conclure. O
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